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Problema de Programacao Nao-Linear

Minimizar f (x)
sujeita a
h(x)=0;g9(x) O

X2
ondex 2 R", h(x) 2 R™;g(x) 2 RP.
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Importancia do PNL

@ PNLe um problema matemnatico
@ Com muitas aplicacoes paticas
@ Tomada de Decisoes

@ Ajuste de Modelos
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Algoritmos

o Nao ha \Metodos Diretos” para resolver PNL.
o PNL se resolve usandaetodos lterativos

e Um Metodo Iterativo gera umasequéncia de pontoxk 2 R"
gue converge(ou nao) a uma solwcao do problema.

o Metodos lterativos sagrogramadose implementados em
computadores, nos quais, em vez de operacees matenatica
\verdadeiras" se fazem operacees em ponto utuante.
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\Teoria" e \P@atica"

o A Teoriae necessariaporque evita fazer in nitos
experimentos.

o Teoriautil deve ser capaz de prever o que acontece em muitos
experimentos.

o A Teorianormal nao se refereas sequéncias verdadeiras
geradas no computador, masas sequéncias teoricas ddas
pelos algoritmos.

@ A analogia entrésequéncias verdadeirass \sequéncias
teoricas" naoe perfeita.

o Procuramos teoria que seja tgweditiva quanto possvel.
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Estudo de Caso: O Lagrangiano Aumentado PHR

Lagrangiano Aumentado PHR

2 2
LG5 )=10g+ 5 hi)+ — +  gx)+ —

+

(ar =maxfO;ag; 2 R™ 2RPY)

Algoritmo kasico baseado em PHR

o |teracao Externa

\Minimizar" L (x; ; ) sujeita ax 2
@ Atualizar multiplicadores; e parametro de penalidade
o Repetir
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Dois tipos de Castigo em PHR

Princpio do Castigo por Penalidade §
O Castigo deve ser Proporcionala Violacao das Restes~

2 2
LOG: )= 100+ 5 heo+ = + g0+ —

+

Exagerando nas exigéncias

Melhor que aumentar a penalidadee ngir que a toleran@a
violacao a restrcees era mais estrita do que na realiel@ra. Uso
de deslocamentos (shifts).

2 2
LOG: )=100% 5 hoo+ — + g0+ —

+
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Virtudes do Lagrangiano Aumentado

Explorar estrutura de subproblemas

O conjunto \simples" e arbitario.

Os metodos de Lagrangiano Aumentado resolvem,
sequencialmente, estes problemas simples. O progressaoafiaeae
implementacao de algoritmos para resolucao de proldsnsimples
produz um efeito positivo quase imediato na qualidade de
algoritmos de Lagrangiano Aumentado. Por exemplo, a
Otimizeacaoem caixae umaarea dindmica da otimizacao patica,
da qual se podem esperar avarcos paticos nos netodos de L
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Virtudes do Lagrangiano Aumentado

Minimizacao Global

A minimizecao global dos subproblemas implica convergéncia a
minimizadores globais do nmetodo de Lagrangiano Aumentado
A Minimizecao Global em Caixas ( = Caixa)e difcil (conp toda
minimizacao global) mas ka muita coisa feita que pode ser
aproveitada.
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Virtudes do Lagrangiano Aumentado

Minimizecao Global na patica

A maioria dos metodos de minimizecao em caixas garantem
convergéncia gontos estaciorarios Entretanto bons netodos
fazem muito mais do que isso.

Passos de Extrapolecao

Passos Magicos

Aumentam a chance de convergéncia a minimizadores glathads
subproblemas e, em consequéncia, do problema original.




REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMAC AO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DO

Virtudes, virtudes

Quando a Suavidadee duvidosa

A teoria de convergéncia a minimizadores globais do LA nao
depende da diferenciabilidade das furcees que de nemablgma.
(Mas sim da continuidade!)

Isto implica que, em situacees em que a suavidadee dusad(por
exemplo pela preserca de razes ou @lculos iterativogernos,
etc) o efeito na convergéncia do LAe benigno.
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Mais virtudes

Lagrangiano Aumentado sem Derivadas

O Metodo de Lagrangiano Aumentado pode ser adaptado ao caso
em que as derivadas da furcao ou restrcees nao esispodveis.
Basta usar um metodo sem-derivadas para resolver os
subproblemas com restrcees simples.

As propriedades teoricas de convergéncia sao presavad
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Mais:

Estrutura de esparsidade varavel

Em muitos problemas paticos, a matriz \Hessiana da
Lagrangiana", apesar de ser estruturalmente densa (quaiqu
elemento pode ser diferente de zero)e quase sempre espdes#o
um elemento do domnio, essa matriz tem poucos elementos
diferentes de zero.

Issoe uma dor de cabeca para metodos Newtonianos, que
trabalham fatorando, em todas as iteracees, a \Matriz dstema
KKT", cuja parte Superior-Esquerdae a Hessiana da Lagreamg.
Entretanto, essa naoe uma di culdade sria quando se usa
Lagrangiano Aumentado apelando para um netodo \Matrixeg"
para resolver os subproblemas.
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Ainda mais virtudes

Sistema KKT mal estruturado

Independentemente da densidade da Hessiana do Lagrangiéand
estrutura do sistema KKT pode ser muito desfavoavel para
fatoracees de matrizes esparsas. Istoe um inconversestrio para
metodos newtonianos mas nao para implementacees do
Lagrangiano Aumentado, se o subproblema se resolve usando
procedimentos que somente usam produtos de matriz por vetor
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Outra virtude

Problemas com muitas restrcees de desigualdade

As restrcoes de desigualdade sao reformuladas, nanmaaios
nmetodos newtonianos, acrescentando varaveis de folgindtantes
inferiores.

Com efeito, a restrcaay(x) Oe equivalente a
g(x)+z=0;z O

Se o PNL tem muitas restrcees de desigualdade, os sisteque
precisam ser resolvidos em cada iteracao de um netodo
newtoniano podem ter dimensees astronomicas.

Existem, no contexto newtoniano, procedimentos para alivdste
inconveniente, mas a versao PHR do Lagrangiano Aumentado
fornece um remedio radical: Nao usar varaveis de folga e
absoluto e pagar o preco da descontinuidade das derivadas
segundas nos subproblemas.
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LA com restrcees arbitarias no nvel inferior

k 1,kv%=1, > 1> , 12R™ 12RP,

Passo 1: Resolwcao do Subproblema

Calcularxk 2 R", soluwcao aproximadale

MinimizarL  (x; *; ) sujeita ax 2

Passo 2: Atualizar parametro de penalidade e multiplicado

k
De nir V[ =max g(x*); —-

Semaxtk h(xK)ky ;kV¥k; g maxtk h(xk Dk; ;kV¥ 1k, g;
denir +1 = k. Senao, k+1 = k.

Calcular **? 2 [ min; max]™, k+l 2 [0; max]P.

Atualizark  k +1 e voltar ao Passo 1.




REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMAC AO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DO

Convergéncia a Minimizadores Globais

Teorema

Suponhamos que a regiao admissvel do PNL naoe vaziae qu
cada subproblemae considerado aproximadamente resolvid
quando se encontrak 2 tal que

L 55 Ly 5 9+

para todoy 2 , onde f"xge uma sequéncia de rumeros
nao-negativos que converge'a 0.
Entao, todo ponto limitex da sequéncid xKge admissvel e
satisfaz:

fx) fly)+"

para todo ponto admissvey.
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Forma geral das Restrcees

= fx2R"jh(x)=0;9(x) 0Og;
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Minimizadores locais aproximados do Subproblema

Condcees'k- KKT para o subproblema

xn
ke L 05 % 9+ v i)+ dfr g Xk
i=1 i=1

uf 09, (x) " for alli;

gi(xk)< ") uk=0forall i;

kKh(x*)k ":
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Estimativas dos Multiplicadores de Lagrange

Para Restrcees de Igualdade

:<+1 = maxf min; minf =(+ khi(x); maxgg

Para restrcees de Desigualdade

1
|

maxfO;minf X+ 1 gi(x*); max9Q:
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Dependéncia Linear Positiva

Dependéncia Linear Positiva dos Gradientes de RestscAtivas

Suponhamos que o conjunto admissvel de um PNLe dado por
h(x)=0;g(x) 0. Sejal(x) o conjunto de ndices das restrcoes
de desigualdade ativas no ponto admisswel Suponhamos que

I1 f L;::0;mg, I 1(X).

O conjunto de gradiendes das restrcees que correspondem
ndices I; [ |> se dizPositivamente LD se existem coe cientes

tais que X X
ir hij(x) + ir gi(x)=0;
i21p i21>
. P I
com ; Oparatodoi 21l and , ) ij*+ 2, i>0.

Em caso contario, dizemos que estes gradientes Basitivamente
LI
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Condcees de Quali cacao

Regularidade (LICQ)
Os gradientes das restrcees ativas sao LlI.

—

MAIS FORTE (OU SEJA, MAIS RESTRITIVA), QUE:

Mangasarian-Fromovitz
Os gradientes das restrcees ativas sao positivamemte L

MAIS FORTE (OU SEJA, MAIS RESTRITIVA), QUE:
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CPLD

Dependéncia Linear Positiva Constante(CPLD)

Se um subconjunto de gradientes de resticoes ativase
positivamente LD, entao, o mesmo subconjunto de gradisate
LD em uma vizinharca do ponto considerado.

(Qi & Wei, Andreani, J.M.M. & Schuverdt)
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Convergéncia a Pontos Admissveis

Teorema

Sejax um ponto limite def xXg. Entao, se a sequéncia de
parametros de penalidadee limitada, o ponto e admissvel. Se
nao, pelo menos uma das seguintes possibilidades acontece

(i) x e um ponto KKT do problema

T , X ) :
M|n|m|zeE hi (x)“ + [9i(X)+]° subject tox 2
i=1 i=1

(i) x nao satisfaz a condcao CPLD associada a .
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Convergéncia a pontos KKT

Suponhamos que& e um ponto limite admissvel def x*g e que
satisfaz a condcao CPLD. Entaa, e um ponto KKT do
problema PNL.
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Limitacao dos Parametros de Penalidade

Condcees sob as quaig e limitado

o limy; xK=x ex e admissvel.

o LICQ se satisfaemx . () KKT).

@ A matriz Hessiana do Lagrangianoe de nida positiva no
subespaco ortogonal aos gradientes das restrcoeesastiv

© i 2( min; max): j 2[0; max) paratodoi;j.
o Para todoi tal quegi(x ) =0, temos que ; > O.
(Complementaridade estritao nvel superior)

o Existe uma sequéncia, ! 0 tal que
"« maxk h(xk)k; kV¥kg para todok =0;1;2:::.
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Condrao de Otimalidade de Segunda Ordem

Condcao de Segunda Ordem Fraca (SOC)

A Hessiana do Lagrangianoe semide nida positiva no sutzesp
ortogonal aos gradientes das restrcoes ativas (chamado
\subespeco tangente" de agora em diante).

| A\

Teorema
Se os subproblemas sao resolvidos com um \netodo de segund
ordem": Todo ponto limite admissvel déxkg, sob uma \condcao
de quali cecao de segunda orden" adequada, satisfaz SOC.

4
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Exemplo de LA com restrcees no nvel inferior muito
estruturadas

Encontrar o pontono Retangulo mas nao na Eliptal que a soma
das distAncias aoBolgonose mnima.

Restrcoees do nvel superior:Todos os pontok 2 Ellipse
Restrcoes do nvel inferiorPonto Central2 Rectangle, Demais
pontos?2 Polgonos.
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Exemplo

1,567,804polgonos

3,135,608varaveis, 1,567,804restrcees do nvel superior,
12,833,106restrcoes do nvel inferior.

Convergéncia em

10 iteracoes externash6 iteracoes internas133 avaliacees de
furcao, 185 segundos.

Usamos, neste caso, o Metodo de Gradiente Espectral Peajet
(SPG), para resolver os subproblemas. Este netodo resulta
extremamente e ciente devido a que calcular projeceesste
problema, e muito &cil.
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ALGENCAN

Algencan e o Algoritmo de Lagrangiano Aumentado PHR onde
as restrcoees do nvel inferiok 2 formam uma caixa.

Metodo para resolver os subproblemas: GENCAN

Gencan usa:

o Estrakgia de Restrcoes Ativas
@ Newton-Inexato dentro das faces
o SPG para abandonar as faces
o Extrapolecees e passos nmagicos.
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\Aspiracao Modesta" parailgencan

Algencan deve ser e ciente quando o PNL tem:
@ Muitas restrcoes de Desigualdade, ou
o Estrutura Ruim da Matriz do Sistema KKT.
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Exemplo: Problema das Esferas rgidas

Encontrarn, pontos na esfera unitiria d&®™ maximizando a
mnima distancia entre pares de pontos.

Formulacao PNL

Minimizey., z
subject to kp_'k2_=1;i=1;:::;np;
ohpli zi=1;n Lj=i+1;:0n0p;

varaveis, n, restrcees de igualdade e

np (np 1)=2

restrcees de desigualdade.
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Esferas Rgidas comy = 3;n, = 24
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Desempenho dalgencan no problema das Esferas
Rgidas

Hard-Spheres (3,162)

Final infeasibility| Final f Iterations Time
Algencan 3.7424E-11 | 9.5889E-01 10 40.15
Ipopt 5.7954E-10 | 9.5912E-01 944 | 1701.63
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Problema do menor Elipsoide

Encontrar o Elipsoide de menor volume que contagnpontos
dados emR"d,

P
Minimize;, ¥ log(li)
subjectto  @E")TLLTp'  1;i =1;:5np;
i 10 16:i=1:::ng;
ondeL 2 R" Mde triangular inferior. O rumero de varaveise
ng (ng +1)=2e o rumero de restrcoes de desigualdade®.
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Menor Elipsoide cobrindo uma Protena
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Test com Menor Elipsoide

6 varaveis, 20000 restrcoees de desigualdade.

Enclosing-Ellipsoid (3,20000)

Final infeasibility Final f Iterations | Time
Algencan 8.3449E-09 3.0495E+01 28| 1.90
Ipopt 1.1102E-15 | 3.0495E+01 41| 9.45
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Bratu

Problema tipo Bratu 3D Minimizar uma quadAtica simples,
sujeitaa discretizacao da Equacao de Bratu tri-dimsional.

Minimize ;) (ix2slulizik) u (i;j; k)%

subject to (isisk)= (u;izjik); isisk=2;005n 1,
onde .
(viisjisk) = vz k)+ eV,
e
v(i;j;k)=V(| Lisk)+v(i;i LK)+ v(i;j;k 1) 6v(i;j; k),

h? ’

O rumero de varhveiseng e 0 rumero de restrcoees de igualdade
e(n, 2)3 Usamos = 100,h=1=(n, 1)ejSj=7. Nao
restrcoes de desigualdade.
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Resultado de Bratu

np =20, n = 8000, Restrcoes: 5832.

Bratu-based (20, = 100, #S=7)
Final infeasibility| Final f Iterations| Time
Algencan 6.5411E-09 2.2907E-17 3 5.12
Ipopt 2.7311E-08 | 8.2058E-14 5| 217.22
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Caractersticas de Esferas Rgidas, Menor Elipsoide
Bratu

Esferas Rgidas e Menor Elipsoide t8m muitas restrsaie
desigualdade.

Bratu tem uma estrutura complicada na matriz do sistema KKT.
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Resumo at aqui

o Apresentamos um netodo do tipo Lagrangiano Aumentado

PHR para Programacao Nao-Linear.

Exibimos um conjunto de razees pelas quais a loso a de

Lagrangiano Aumentado nunca devean ser abandonada, apesa

de eventuais modas passageiras.

o Caracterizamosipos de problemagara os quais o LA-PHR

deve ser e ciente.

Corroboramos com exemplos computacionais a hiptese

fundamental sobre a e ciéncia do netodo.

Nao a rmamose ciéncia nem superioridade para todos os

problema possveis de PNL!

o Apresentamos Teoria de Convergéncia que pretende expdica
que acontece na patica.

o A Teoria est Livre de Pecadoso sentido a ser explicitado no
resto desta palestra.
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Hamartiologia da Otimizacao: Sete Pecados

Muitas teorias de convergéncia exibem diferentes tipogpdeados.
Peca-se por muitos motivos: Ignorancia, Ingenuidade, é¢slade
iminente, Induwcao por parte de uma autoridade superior,
Frustracao diante do ineviawvel, etetera.

Pecado da Sequéncia Limitada.

Pecado da supostcao sobrgxX).

Pecado das Himptesis que nao se veri cam nunca.

Pecado das Sequéncias densas.

Pecado dos Subproblemas difceis.

Pecado das Condcees de Otimalidade Duvidosas.

Pecado de Ocultar os Pecados.
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Pecado da Sequéncia Limitada

Naoe pecado supor que a sequénéigge limitada, ou a
sequéncia X ou K.

Naoe pecado, sempre que vocé possa dar condcoees sates
razaveissobre o problema@ue garantam que a sequénciae
limitada. Em PNL isto pode nao ser &cil (Em Minimizecesem
restrcoeese fcil.)

Se voceé dribla o pecado colocando uma caixa grande arti cia
tudo bem, naoe pecado, mas nesse caso seu algoritmo ddse li
com caixas, ou seja, as caixas devem formar parte da estautior
problema.

O perigoe que o teoremdodo ponto de acumulecaoe soluwcao
seja verdadeiro porque, simplesmente, nao ka pontos de
acumulecao.
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Pecado da Suposcao sobréxk)

Alguns teoremas pecaminosos dizefde\ a sequéncia gerada pelo
algoritmo satisfaz (xk; ¥: k; ) >" para todok, entao, todo
ponto limitee solwcad.

Istoe muito interessante, mas, a menos que voce tenha uma
condcao su ciente razavel para que a desigualdade

t(xk; ko ko) >" sejaalida, o resultado de convergénciae
incompleto.

O perigo, de novo,e que seu teorema seja \alido simplestaen
porque a condcao colocada sobre a sequéncia nao seaeri
nunca.
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Pecado da Sequéncia Densa

Alguns teoremas irreprensveis do ponto de vista mateitat se
baseiam no fato de que, emultima instancia, o algoritmo g
gerar uma sequéncia densa no domnio.

Ora, se uma sequénciae densa, visita as vizinharcas d#$0s
pontos, e portanto passa tao perto quanto quiser da sabc~
Assim, o Teoremae verdadeiro, e pode a rmar coisas tao
mirabolantes comalodo ponto limitee solicao globglmas nao
explica nada.

Ver paper \aronimo" no primeiro rumero de Mathematical
Programming.
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Pecado da Tarefa Difcil

Alguns algoritmos incluem a seguinte chusul@e [as coisas nao
vao bem] encontre um ponto admissvel

Os argumentos sao irreprensveis, mas o algoritmo sugee
\encontrar um ponto admissvel"e mais &cil que resolveo PNL
original. (Encontrar um ponto admissvel pode ser muitddil,
sobretudo quando nao ha pontos admissveis.)

Assim, a e ciéncia teorica destes algoritmos est ligad e ciéncia
de algum algoritmo associado para encontrar pontos adivéss.
Dado que encontrar um ponto KKTe, de fato, encontrar um
ponto admissvel (de outro conjunto de igualdades e
desigualdades) a perguntaobviae: por que nao usar o \ait
algoritmo para resolver o problema original?

Alguns autores, motivados por esta di culdade, considergue
nao vale a pena fazer teoremas de convergéncia e que tudoa
guestao de bom senso.



REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMAC AO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DO

Pecado da Condrcao de Otimalidade Mirabolante

Hisbria Imagiraria:

Um autor descobre uma condcao de otimalidade extra@udin
Esta condcao nao usa os gradientes das restrcoes,i@eq
surpreendente, pois as condcees de Lagrange, como tedbgm,
relaciona gradiente de fur@ao objetivo e gradientes destreoes.

A Nova Condcao se veri ca quando o minimizador local st
uma nova Condcao de Quali cacao.

Poem, esta condicao de quali cacaoe, felizmente, uito fraca, ou
seja, nao-restritiva, ou seja, boa. Tao boa que se verecatodos
0s pontos admissveis com probabilidade 1 !.

O autor introduz um algoritmo para o qual prova qu&e um ponto
limite satisfaz a condcao de quali cacao, entao ssftiz a condcao
de otimalidade(comoe usual).

O Algoritmoe surpreendentemente simples. Tao simpleg aqem
usa informacao sobre as restrcoes nem sobre seus gnaes.
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Condrcao de Otimalidade Mirabolante

A condcao de otimalidade era:
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Condrao de Otimalidade Mirabolante

A Condrtao de Otimalidade era:

rf(x)=0
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Condrao de Otimalidade Mirabolante

A Condrtao de Otimalidade era:

rf(x)=0

A Condtao de Quali cacao era:
O ponto xe interior
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Condrao de Otimalidade Mirabolante

A Condrcao de Otimalidade era:

rf(x)=0

A Condtao de Quali cacao era:

O ponto xe interior

O metodoe:

Alguma variecao boba do netodo do gradiente.
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Pecado de Ocultar os Pecados

De fato, estee ounico pecado importante.

Resultados fracos, pouco explicativos ou incompletos sao
admissveis, sempre que, claro, do ponto de vista mateicat
sejam corretos.

Ounico pecado de verdadee pretender que o teorema diz 0 que
nao diz, explica o que nao explica, esclarece 0 que ndarese.



REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMAC AO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DO

Algumas referéncias

e R. Andreani, E. G. Birgin, J. M. Martnez and M. L.
Schuverdt. On Augmented Lagrangian methods with general
lower-level constraints. To appear B8IAM Journal on
Optimization .

e E. G. Birgin and J. M. Martnez. Improving ultimate
convergence of an Augmented Lagrangian method. To appear
in Optimization Methods and Software

@ R. Andreani, J. M. Martnez and M. L. Schuverdt. On
second-order optimality conditions for nonlinear prognang.
To appear inOptimization.

o L. Ferreira-Mendorca, V. L. Lopes and J. M. Martnez.
Quasi-Newton acceleration for equality constrained
minimization. To appear inComputational Optimization and
Applications



REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMAC AO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DO

e E. G. Birgin and J. M. Martnez. Structured Minimal-Memory
Inexact Quasi-Newton method and secant preconditioners. T
appear inComputational Optimization and Applications

@ R. Andreani, E. G. Birgin, J. M. Martnez and M. L.
Schuverdt. Augmented Lagrangian methods under the
Constant Positive Linear Dependence constraint quali icet.
Mathematical Programmingl1l, pp. 5-32 (2008).

@ R. Andreani, J. M. Martnez and M. L. Schuverdt, On the
relation between the Constant Positive Linear Dependence
condition and quasinormality constraint quali cationjournal
of Optimization Theory and Applicationd 25, pp. 473{485,
2005.



REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMAC AO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DO

e E. G. Birgin, C. Floudas and J. M. Martnez. Global
Optimization using an Augmented Lagrangian method with
variable lower-level constraints.

@ M. A. Diniz-Ehrhardt, M. A. Gomes-Ruggiero, J. M. Martnez
and S. A. Santos. Augmented Lagrangian algorithms based on
the spectral projected gradient for solving nonlinear
programming problemsJournal of Optimization Theory and
Applications123, pp. 497-517 (2004).



