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Problema de Programacao Nao-Linear

Minimizar f(x)
sujeita a
h(x) = 0,g(x) <0,

x € Q,
onde x € R", h(x) € R™, g(x) € RP.
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Importancia do PNL

@ PNL é um problema matematico
@ Com muitas aplica¢des praticas
@ Tomada de Decisbes

@ Ajuste de Modelos
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Algoritmos

@ Nao ha "Métodos Diretos” para resolver PNL.
@ PNL se resolve usando Métodos Iterativos

@ Um Método lterativo gera uma sequéncia de pontos xK € R”
que converge (ou ndo) a uma solu¢do do problema.

@ Métodos lterativos sdo programados e implementados em
computadores, nos quais, em vez de operacoes matematicas
“verdadeiras” se fazem opera¢bes em ponto flutuante.
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“Teoria” e “Pratica”

@ A Teoria é necessédria porque evita fazer infinitos
experimentos.

@ Teoria (til deve ser capaz de prever o que acontece em muitos
experimentos.

@ A Teoria normal n3o se refere as sequéncias verdadeiras

geradas no computador, mas as sequéncias tedricas definidas
pelos algoritmos.

@ A analogia entre “sequéncias verdadeiras” e “sequéncias
tedricas” ndo é perfeita.

@ Procuramos teoria que seja tao preditiva quanto possivel.
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Estudo de Caso: O Lagrangiano Aumentado PHR

Lagrangiano Aumentado PHR

Lol o) = 5G9 = g [Hh(x) + % i

(oo )]

(a; = max{0,a},A e R", u e RY)

Algoritmo bdsico baseado em PHR

@ Iteracio Externa

“Minimizar” L,(x, A, /1) sujeita a x € Q

@ Atualizar multiplicadores A, i e parametro de penalidade p

@ Repetir
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Dois tipos de Castigo em PHR

Principio do Castigo por Penalidade (p)

O Castigo deve ser Proporcional a Violacdo das Restricbes

l+5),

Melhor que aumentar a penalidade é fingir que a tolerdncia a
violacdo a restricOes era mais estrita do que na realidade era. Uso

de deslocamentos (shifts).
NI 2
oA lew+5) ]
p P/ +

]

Lot o) = 1+ 5 00 + 2

Exagerando nas exigéncias

>
|
,

Lo(x, A\ i) = F(x) + g [Hh(x) +




REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMACAO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DC

Virtudes do Lagrangiano Aumentado

Explorar estrutura de subproblemas

O conjunto “simples” Q é arbitrario.

Os métodos de Lagrangiano Aumentado resolvem,
sequencialmente, estes problemas simples. O progresso na andlise e
implementa¢ao de algoritmos para resolucao de problemas simples
produz um efeito positivo quase imediato na qualidade de
algoritmos de Lagrangiano Aumentado. Por exemplo, a
Otimizacdo em caixas é uma drea dinamica da otimizacao pratica,
da qual se podem esperar avancos praticos nos métodos de LA.
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Virtudes do Lagrangiano Aumentado

Minimizacdo Global

A minimizacdo global dos subproblemas implica convergéncia a
minimizadores globais do método de Lagrangiano Aumentado.

A Minimizagdo Global em Caixas (€2 = Caixa) é dificil (como toda
minimizagdo global) mas hd muita coisa feita que pode ser
aproveitada.
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Virtudes do Lagrangiano Aumentado

Minimizacdo Global na pratica

A maioria dos métodos de minimizagdo em caixas garantem
convergéncia a pontos estaciondrios. Entretanto bons métodos
fazem muito mais do que isso.

Passos de Extrapolacdo

Passos Magicos

Aumentam a chance de convergéncia a minimizadores globais dos
subproblemas e, em consequéncia, do problema original.
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Virtudes, virtudes

Quando a Suavidade é duvidosa

A teoria de convergéncia a minimizadores globais do LA ndo
depende da diferenciabilidade das funcdes que definem o problema.
(Mas sim da continuidade!)

Isto implica que, em situagcdes em que a suavidade é duvidosa (por
exemplo pela presenca de raizes ou calculos iterativos internos,
etc) o efeito na convergéncia do LA é benigno.
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Mais virtudes

Lagrangiano Aumentado sem Derivadas

O Método de Lagrangiano Aumentado pode ser adaptado ao caso
em que as derivadas da func3o ou restricdes nio estdo disponiveis.
Basta usar um método sem-derivadas para resolver os
subproblemas com restrigdes simples.

As propriedades tedricas de convergéncia s3o preservadas.
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Estrutura de esparsidade variavel

Em muitos problemas praticos, a matriz “Hessiana da
Lagrangiana”, apesar de ser estruturalmente densa (qualquer
elemento pode ser diferente de zero) é quase sempre esparsa (dado
um elemento do dominio, essa matriz tem poucos elementos
diferentes de zero.

Isso é uma dor de cabeca para métodos Newtonianos, que
trabalham fatorando, em todas as iteracGes, a “Matriz do sistema
KKT", cuja parte Superior-Esquerda é a Hessiana da Lagrangiana.
Entretanto, essa ndo é uma dificuldade séria quando se usa o
Lagrangiano Aumentado apelando para um método “Matrix-free"
para resolver os subproblemas.
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Ainda mais virtudes

Sistema KKT mal estruturado

Independentemente da densidade da Hessiana do Lagrangiano, a
estrutura do sistema KKT pode ser muito desfavoravel para
fatoracdes de matrizes esparsas. Isto é um inconveniente sério para
métodos newtonianos mas nao para implementagoes do
Lagrangiano Aumentado, se o subproblema se resolve usando
procedimentos que somente usam produtos de matriz por vetor.
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Outra virtude

Problemas com muitas restricoes de desigualdade

As restricoes de desigualdade sao reformuladas, na maioria dos
métodos newtonianos, acrescentando variaveis de folga e limitantes
inferiores.

Com efeito, a restricdo gj(x) < 0 é equivalente a

gi(x)+z =0, z; > 0.

Se o PNL tem muitas restricdes de desigualdade, os sistemas que
precisam ser resolvidos em cada iteracio de um método
newtoniano podem ter dimensoes astronomicas.

Existem, no contexto newtoniano, procedimentos para aliviar este
inconveniente, mas a versio PHR do Lagrangiano Aumentado
fornece um remédio radical: N3o usar varidveis de folga em
absoluto e pagar o preco da descontinuidade das derivadas
segundas nos subproblemas.
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LA com restricOes arbitrarias no nivel inferior

k1, \VOHZOO,7>1>T, AleRm,uleRﬁ.

Passo 1: Resolu¢do do Subproblema

Calcular x € R", solucdo aproximada de

Minimizar L,, (x,\*, /%) sujeita a x € Q.

Passo 2: Atualizar parametro de penalidade e multiplicadores

Definir VX = max {gi(Xk),—ﬁ}-

Pk
Se max{[|A(x*)[loo; | V¥[loo} <7 max{|[A(x* 1)[loo, IVF oo},
definir pxir1 = pk. Se ndo, pri1 = Ypk-
Calcular X1 € [Amin, Amax]™, 15T € [0, ptmax]P-
Atualizar k < k + 1 e voltar ao Passo 1.
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Convergéncia a Minimizadores Globais

Teorema
Suponhamos que a regido admissivel do PNL n3o é vazia e que

cada subproblema é considerado aproximadamente resolvido
quando se encontra x¥ € Q tal que

ka (Xk7 Ak;ﬂk) S ka(y7 Ak;ﬂk) s €k

para todo y € Q, onde {ex} é uma sequéncia de nidmeros
nao-negativos que converge a € > 0.
Entdo, todo ponto limite x* da sequéncia {x*} é admissivel e
satisfaz:

F(x*) < fly) +e

para todo ponto admissivel y.
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Forma geral das Restri¢oes €2

Q={xeR"[ h(x) =0,g(x) <0},



REFLEXOES SOBRE TEORIA E PRATICA EM PROGRAMACAO NAO LINEAR COM ESPECIAL ENFASE EM UM METODO DC

Minimizadores locais aproximados do Subproblema

Condicdes ex- KKT para o subproblema

IV Lp, (X, Ak,uk)+z vV hj(x +Zung ) < e,
i=1

ul > O,gi(xk) < gy for all i,

gi(xk) < —ex = uf =0 for all i,

IA(x )| < e
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Estimativas dos Multiplicadores de Lagrange

Para Restricoes de lgualdade

ML = max{ Amin, Min{\¥ + prhi(x*), Amax } }

Para restricdes de Desigualdade

i T max{O, min{/‘;( + pkg,-(Xk), :U'max}}'
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Dependéncia Linear Positiva

Dependéncia Linear Positiva dos Gradientes de Restricdes Ativas

Suponhamos que o conjunto admissivel de um PNL é dado por
h(x) = 0,g(x) < 0. Seja /(x) o conjunto de indices das restricdes
de desigualdade ativas no ponto admissivel x. Suponhamos que
hc{1,....,m}, h CI(x).
O conjunto de gradiendes das restricbes que correspondem aos
indices /1 U b se diz Positivamente LD se existem coeficientes \,
tais que

DS ONVRi(x) + > piVEi(x) =0,

i€h i€h

com p; > 0 para todo i € k and 3o il + > 2ic), i > 0.

4

Em caso contrério, dizemos que estes gradientes sao Positivamente
LI
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Condicoes de Qualificacao

Regularidade (LICQ)

Os gradientes das restricdes ativas sdo LI.

MAIS FORTE (OU SEJA, MAIS RESTRITIVA), QUE:

Mangasarian-Fromovitz

Os gradientes das restricdes ativas sdo positivamente LI.

MAIS FORTE (OU SEJA, MAIS RESTRITIVA), QUE:
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Dependéncia Linear Positiva Constante(CPLD)

Se um subconjunto de gradientes de restr¢des ativas é
positivamente LD, entdo, o mesmo subconjunto de gradientes é
LD em uma vizinhanga do ponto considerado.

(Qi & Wei, Andreani, J.M.M. & Schuverdt)
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Convergéncia a Pontos Admissiveis

Teorema

Seja x* um ponto limite de {x¥}. Entdo, se a sequéncia de
parametros de penalidade é limitada, o ponto x* é admissivel. Se
ndo, pelo menos uma das seguintes possibilidades acontece:

(i) x* é um ponto KKT do problema

L 1E , - ) .
Minimize 5 [z_; hi(x)" + ;[g;(x)+] ] subject to x € Q.

(i) x* ndo satisfaz a condigdo CPLD associada a .
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Convergéncia a pontos KKT

Suponhamos que x* é um ponto limite admissivel de {x*} e que
satisfaz a condicdo CPLD. Ent3o, x* é um ponto KKT do
problema PNL.
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Limitacdao dos Parametros de Penalidade

Condigdes sob as quais py é limitado
o limyg_ xK = x* e x* é admissivel.
@ LICQ se satisfaz em x*. (= KKT).

@ A matriz Hessiana do Lagrangiano é definida positiva no
subespaco ortogonal aos gradientes das restricoes ativas.

O & (D M) B € [0, ftmax) para todo i, .
@ Para todo i tal que gi(x*) = 0, temos que p} > 0.
(Complementaridade estrita no nivel superior.)

@ Existe uma sequéncia 7, — 0 tal que
ek < mk max{||[h(x¥)|I, ||VX||} para todo k =0,1,2....
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Condi¢do de Otimalidade de Segunda Ordem

Condigdo de Segunda Ordem Fraca (SOC)

A Hessiana do Lagrangiano é semidefinida positiva no subespaco
ortogonal aos gradientes das restri¢des ativas (chamado
“subespago tangente” de agora em diante).

Teorema

| A\

Se os subproblemas sdo resolvidos com um “método de segunda
ordem”: Todo ponto limite admissivel de {x*}, sob uma “condi¢do
de qualificacdo de segunda orden” adequada, satisfaz SOC.

N
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Exemplo de LA com restricbes no nivel inferior muito
estruturadas

Encontrar o ponto no Retangulo mas n3o na Elipse tal que a soma
das distancias aos Poligonos é minima.

Restri¢des do nivel superior: (Todos os pontos) ¢ Ellipse
Restricdes do nivel inferior: Ponto Central € Rectangle, Demais
pontos € Poligonos.
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Exemplo

1,567,804 poligonos
3,135,608 varidveis, 1,567,804 restricdes do nivel superior,
12,833,106 restricoes do nivel inferior.

Convergéncia em
10 iteragOes externas, 56 iteracdes internas, 133 avaliagcOes de

funcdo, 185 segundos.

Usamos, neste caso, o Método de Gradiente Espectral Projetado
(SPG), para resolver os subproblemas. Este método resulta
extremamente eficiente devido a que calcular projecGes, neste
problema, é muito facil.
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ALGENCAN

ALGENCAN € o Algoritmo de Lagrangiano Aumentado PHR onde
as restricoes do nivel inferior x € 2 formam uma caixa.

Método para resolver os subproblemas: GENCAN

GENCAN usa:

o Estratégia de Restricoes Ativas
@ Newton-Inexato dentro das faces
@ SPG para abandonar as faces

@ Extrapolagbes e passos magicos.
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“Aspiracao Modesta” para ALGENCAN

ALGENCAN deve ser eficiente quando o PNL tem:

@ Muitas restricoes de Desigualdade, ou
@ Estrutura Ruim da Matriz do Sistema KKT.
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Exemplo: Problema das Esferas rigidas

Encontrar n, pontos na esfera unitdria de R" maximizando a
minima distancia entre pares de pontos.

Formulacdo PNL

Minimize i , z
subject to P12 =1, i=1,...,np,
(i, pl) <z, i=1,....np—1, j=i+1,... 0,

onde p' € R™ foralli=1,..., np. Este problema tem ny x n, +1
varidveis, n, restricoes de igualdade e

np x (np, —1)/2

restricoes de desigualdade.
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Esferas Rigidas com ny = 3, n, = 24
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Desempenho de ALGENCAN no problema das Esferas
Rigidas

Hard-Spheres (3,162)

Final infeasibility Final f Iterations Time
ALGENCAN 3.7424E-11 9.5889E-01 10 40.15
IpoPT 5.7954E-10 9.5912E-01 944 | 1701.63
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Problema do menor Elipsoide

Encontrar o Elipsoide de menor volume que contem n, pontos
dados em R".

Minimize j; — >, log(l;;)
subject to  (p')TLLTp' <1,i=1,...,n,,
li >10710 i =1,.., ng,

onde L € R"*"d ¢ triangular inferior. O nimero de varidveis é
ng x (ng +1)/2 é o nimero de restricdes de desigualdade é np,.
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Menor Elipsoide cobrindo uma Proteina
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Test com Menor Elipsoide

6 varidveis, 20000 restricoes de desigualdade.

Enclosing-Ellipsoid (3,20000)

Final infeasibility Final Iterations | Time
ALGENCAN 8.3449E-09 3.0495E+01 28 | 1.90
IpopPT 1.1102E-15 3.0495E+01 41 | 9.45
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Problema tipo Bratu 3D: Minimizar uma quadr,&tica simples,
sujeita a discretizacdo da Equacdo de Bratu tri-dimensional.

Minimize ;i) 2o neslulisds k) — us(i j, k)PP
SUbjeCt to (bg(U’ iu.jv k) = ¢9(u*7 iu.jv k)7 i7.j7 k = 27 R np - 17

onde )
¢0(V’ i’j’ k) = _AV(i,j, k) + eev(/,j,k)’

v(i£1,j,k)+v(i,j£1,k)+v(i,j,k £1)—6v(i,j, k)

Av(i,j, k) = - ,

O ndmero de variaveis é nf; e o nlimero de restricoes de igualdade

é (n, —2)3. Usamos 6 = —100, h=1/(n, — 1) e |S| = 7. N3o h3
restricoes de desigualdade.
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Resultado de Bratu

np = 20, n = 8000, Restricbes: 5832.

Bratu-based (20, § = —100, #S =17)

Final infeasibility Final Iterations Time
ALGENCAN 6.5411E-09 2.2907E-17 3 5.12
IpoPT 2.7311E-08 8.2058E-14 5| 217.22
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Caracteristicas de Esferas Rigidas, Menor Elipsoide e
Bratu

Esferas Rigidas e Menor Elipsoide tém muitas restricoes de
desigualdade.
Bratu tem uma estrutura complicada na matriz do sistema KKT.
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Resumo até aqui

@ Apresentamos um método do tipo Lagrangiano Aumentado
PHR para Programacao Nao-Linear.

@ Exibimos um conjunto de razdes pelas quais a filosofia de
Lagrangiano Aumentado nunca devera ser abandonada, apesar
de eventuais modas passageiras.

@ Caracterizamos tipos de problemas para os quais o LA-PHR
deve ser eficiente.

@ Corroboramos com exemplos computacionais a hipétese
fundamental sobre a eficiéncia do método.

@ Nao afirmamos eficiéncia nem superioridade para todos os
problema possiveis de PNL !!!

@ Apresentamos Teoria de Convergéncia que pretende explicar o
que acontece na pratica.

@ A Teoria estd Livre de Pecados no sentido a ser explicitado no
resto desta palestra.
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Hamartiologia da Otimizagdo: Sete Pecados

Muitas teorias de convergéncia exibem diferentes tipos de pecados.
Peca-se por muitos motivos: Ignorancia, Ingenuidade, Necessidade
iminente, Indug¢do por parte de uma autoridade superior,
Frustracdo diante do inevitdvel, etcétera.

Pecado da Sequéncia Limitada.

Pecado da suposicdo sobre (x¥).

Pecado das Hipdtesis que nao se verificam nunca.

Pecado das Sequéncias densas.

Pecado dos Subproblemas dificeis.

Pecado das Condi¢cbes de Otimalidade Duvidosas.

Pecado de Ocultar os Pecados.
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Pecado da Sequéncia Limitada

N3o é pecado supor que a sequéncia {x¥} é limitada, ou a
sequéncia \¥ ou k.

Nao é pecado, sempre que vocé possa dar condigdes suficientes
razodveis sobre o problema que garantam que a sequéncia é
limitada. Em PNL isto pode ndo ser ficil (Em Minimizagdo sem
restricdes é facil.)

Se vocé dribla o pecado colocando uma caixa grande artificial,
tudo bem, n3o é pecado, mas nesse caso seu algoritmo deve lidar
com caixas, ou seja, as caixas devem formar parte da estrutura do
problema.

O perigo é que o teorema Todo ponto de acumulacdo é solucdo
seja verdadeiro porque, simplesmente, ndo hd pontos de
acumulacio.
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Pecado da Suposigdo sobre o(x¥)

Alguns teoremas pecaminosos dizem “Se a sequéncia gerada pelo
algoritmo satisfaz ¢(x*, \¥, ¥, px) > ¢ para todo k, entdo, todo
ponto limite é solucdo”.

Isto € muito interessante, mas, a menos que vocé tenha uma
condi¢do suficiente razodvel para que a desigualdade

o(x*, Nk, 1k pi) > € seja vélida, o resultado de convergéncia é
incompleto.

O perigo, de novo, é que seu teorema seja valido simplesmente
porque a condicdo colocada sobre a sequéncia n3o se verifica
nunca.
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Pecado da Sequéncia Densa

Alguns teoremas irreprensiveis do ponto de vista matemdtico se
baseiam no fato de que, em {(ltima instancia, o algoritmo pode
gerar uma sequéncia densa no dominio.

Ora, se uma sequéncia é densa, visita as vizinhangas de todos os
pontos, e portanto passa tdo perto quanto quiser da soluc3o.
Assim, o Teorema ¢ verdadeiro, e pode afirmar coisas tio
mirabolantes como Todo ponto limite é solugdo global, mas ndo
explica nada.

Ver paper “anénimo” no primeiro nimero de Mathematical
Programming.
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Pecado da Tarefa Dificil

Alguns algoritmos incluem a seguinte cldusula: Se [as coisas ndo
vdo bem] encontre um ponto admissivel.

Os argumentos sdo irreprensiveis, mas o algoritmo supde que
“encontrar um ponto admissivel” é mais facil que resolver o PNL
original. (Encontrar um ponto admissivel pode ser muito dificil,
sobretudo quando n3o ha pontos admissiveis.)

Assim, a eficiéncia tedrica destes algoritmos esta ligada a eficiéncia
de algum algoritmo associado para encontrar pontos admissiveis.
Dado que encontrar um ponto KKT €, de fato, encontrar um
ponto admissivel (de outro conjunto de igualdades e
desigualdades) a pergunta Sbvia é: por que ndo usar o “outro”
algoritmo para resolver o problema original?

Alguns autores, motivados por esta dificuldade, consideram que
n3o vale a pena fazer teoremas de convergéncia e que tudo é uma
questao de bom senso.
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Pecado da Condicdo de Otimalidade Mirabolante

Histéria Imagindria:

Um autor descobre uma condicdo de otimalidade extraordinaria.
Esta condicdo ndo usa os gradientes das restricdes, o que é
surpreendente, pois as condi¢coes de Lagrange, como todos sabem,
relaciona gradiente de funcao objetivo e gradientes de restricoes.

A Nova Condicao se verifica quando o minimizador local satisfaz
uma nova Condicdo de Qualificacdo.

Porém, esta condicdo de qualificacdo é, felizmente, muito fraca, ou
seja, ndo-restritiva, ou seja, boa. Tao boa que se verifica em todos
os pontos admissiveis com probabilidade 1 !

O autor introduz um algoritmo para o qual prova que Se um ponto
limite satisfaz a condicdo de qualificacdo, entdo satisfaz a condi¢do
de otimalidade (como é usual).

O Algoritmo é surpreendentemente simples. T3o simples que nem
usa informacg3do sobre as restricdes nem sobre seus gradientes.
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Condicao de Otimalidade Mirabolante

A condicdo de otimalidade era:
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Condicao de Otimalidade Mirabolante

A Condicdo de Otimalidade era:

Vf(x)=0
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Condicao de Otimalidade Mirabolante

A Condicdo de Otimalidade era:

Vi(x)=0

A Condicdo de Qualificagdo era:
O ponto x é interior
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Condicao de Otimalidade Mirabolante

A Condicdo de Otimalidade era:

Vi(x)=0

A Condicdo de Qualificagdo era:

O ponto x é interior

O método é:

Alguma variacao boba do método do gradiente.
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Pecado de Ocultar os Pecados

De fato, este é o unico pecado importante.

Resultados fracos, pouco explicativos ou incompletos sao
admissiveis, sempre que, claro, do ponto de vista matematico
sejam corretos.

O (nico pecado de verdade é pretender que o teorema diz o que
nao diz, explica o que nao explica, esclarece o que n3o esclarece.
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