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Caso numerável, caso cont́ınuo



Alguns problemas clássicos



1. Valores próprios da soma de matrizes herḿıticas

Dados dois espectros reais α e β , quais são os posśıveis espectros

γ de somas A + B, onde A e B são matrizes herḿıticas n×n com

espectros α e β, respectivamente?

α = (α1, . . . , αn) , α1 ≥ · · · ≥ αn

β = (β1, . . . , βn) , β1 ≥ · · · ≥ βn

γ = (γ1, . . . , γn) , γ1 ≥ · · · ≥ γn

E(α, β)



Relações triviais:

γ1 + · · ·+ γn = α1 + · · ·+ αn + β1 + · · ·+ βn

(porque tr(A + B) = trA + trB)

γ1 ≤ α1 + β1

(porque α1 = max
‖x‖=1

x∗Ax, etc.)



Reformulação do problema:

Un actua sobre Hn por A −→ UAU∗. As órbitas desta acção são

as classes Oα de matrizes herḿıticas unitariamente semelhantes.

Pretendemos descrever Oα +Oβ .

Oα +Oβ é Un-invariante, e portanto

Oα +Oβ =
⋃
γ
Oγ .

O problema é então: que órbitas Oγ ocorrem nesta união?



2. Valores singulares do produto de matrizes complexas

(só matrizes quadradas)

Valores singulares de A = valores próprios de
√

A∗A (herḿıtica ≥ 0)

Dados α e β (≥ 0), quais são os posśıveis “espectros singulares” γ

de produtos AB, onde A e B são matrizes complexas com espectros

singulares α e β, respectivamente?

S(α, β)



Relações triviais:

γ1 · · · γn = α1 · · ·αnβ1 · · ·βn

(porque |det(AB)| = |det(A)|.|det(B)|)

γ1 ≤ α1β1

(porque α1 = ‖A‖, etc.)



3. Produto tensorial de representações irredut́ıveis de GLn(C)

(ou de Un)

Vα e Vβ duas representações irredut́ıveis de GLn(C) , 0 ≤ α, β ∈ Zn

Vα ⊗ Vβ
∼=

⊕
γ

c
γ
αβ Vγ

Quando é que Vγ ocorre em Vα ⊗ Vβ ?

Por outras palavras, quando é que c
γ
αβ 6= 0?

P (α, β)



4. Produto de polinómios de Schur

sα(x1, . . . , xn) =
det

[
x

αj+n−j
i

]
det

[
x

n−j
i

] , 0 ≤ α ∈ Zn

No anel dos polinómios simétricos em x1, . . . , xn,

sα · sβ =
∑
γ

d
γ
αβsγ

Quando é que sγ ocorre em sα · sβ ?

Por outras palavras, quando é que d
γ
αβ 6= 0?



5. Factores invariantes do produto

R um doḿınio de ideais principais. Só matrizes quadradas.

Factores invariantes de A: ak =
dn−k+1(A)

dn−k(A)

Dados an| . . . |a1, bn| . . . |b1, quais são os posśıveis factores invari-

antes cn| . . . |c1 de produtos AB, onde A e B são matrizes sobre R

(s.p.g. não-singulares) com factores invariantes an| . . . |a1 e bn| . . . |b1,

respectivamente?

Relações triviais:

anbn|cn , c1 · · · cn = a1 · · · anb1 · · · bn



6. Extensões de módulos

R de novo um doḿınio de ideais principais

Dados cn| . . . |c1, bn| . . . |b1 e an| . . . |a1, quando é que estas são as

sequências de factores invariantes de R-módulos de torsão finita-

mente gerados C, B ⊂ C e A ' C/B?

0→ B → C → A → 0



Todos estes problemas estão resolvidos...



... e são “o mesmo”



1. Valores próprios da soma de matrizes herḿıticas

2. Valores singulares do produto de matrizes complexas

3. Produto tensorial de representações irredut́ıveis de GLn(C)

4. Produto de polinómios de Schur

5. Factores invariantes do produto

6. Extensões de módulos



Relação entre os problemas 1 e 2

S.p.g. α, β > 0

S(α, β) = eE(logα,logβ)

(a relação que se obteria se eHeK = eH+K)

A. Klyachko - 2000 (não trivial)



Relação entre os problemas 3 e 4

sα é o carácter de Vα

sα · sβ é o carácter de Vα ⊗ Vβ

O carácter de
⊕

é
∑

d
γ
αβ = c

γ
αβ

∴ trivial



Relação entre os problemas 5 e 6

Módulos ←→ Matrizes

R. Thompson - anos 80 (não muito dif́ıcil)



Solução do problema 3 (e 4):

P (α, β) = LR(α, β)

(clássico)



A regra de Littlewood-Richardson

α = (6,4,2) β = (7,4,1)
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LR(α, β)

No exemplo,

LR(α, β) = {(10,10,4), (11,10,3), (9,9,6), (10,9,5), (11,9,4),

(12,9,3), (9,8,7), (10,8,6), (11,8,5),

(12,8,4), (13,8,3), (10,7,7), (11,7,6),

(12,7,5), (13,7,4), (12,6,6), (13,6,5)}



Reformulação do problema dos factores invariantes do produto

O problema é localizável: para cada primo fixo p ∈ R, podemos

restringir-nos a matrizes sobre o doḿınio local Rp, i.e. trabalhar

apenas com potências de p.

ai → pαi , bi → pβi , ci → pγi

α1 ≥ · · · ≥ αn , β1 ≥ · · · ≥ βn , γ1 ≥ · · · ≥ γn (inteiros ≥ 0)

I(α, β)



Solução do problema 5 (e 6):

I(α, β) = LR(α, β)

T. Klein - 1968 (não trivial)



1. Valores próprios da soma de matrizes herḿıticas

2. Valores singulares do produto de matrizes complexas

3. Produto tensorial de representações irredut́ıveis de GLn(C)

4. Produto de polinómios de Schur

5. Factores invariantes do produto (versão local)

6. Extensões de módulos (versão local)



Relação entre os problemas 1 e 3

1. Valores próprios da soma de matrizes herḿıticas

3. Produto tensorial de representações irredut́ıveis de GLn(C)



Exemplo: α = (6,4,2) , β = (7,4,1)

E(α, β) = {(γ1, γ2, γ3) : γ1 ≥ γ2 ≥ γ3,

γ1 + γ2 + γ3 = 24,

γ1 ≤ 13, γ2 ≤ 10, γ3 ≤ 7,

γ1 + γ2 ≤ 21, γ1 + γ3 ≤ 18, γ2 + γ3 ≤ 15}



E(α, β)



LR(α, β) = {(10,10,4), (11,10,3), (9,9,6), (10,9,5), (11,9,4),

(12,9,3), (9,8,7), (10,8,6), (11,8,5),

(12,8,4), (13,8,3), (10,7,7), (11,7,6),

(12,7,5), (13,7,4), (12,6,6), (13,6,5)}



LR(α, β)



E(α, β) & LR(α, β)



0 ≤ α, β ∈ Zn

E(α, β) ∩ Zn = LR(α, β)



Demonstração?



E(α, β) ∩ Zn ⊇ LR(α, β)

A.P.Santana, J.Q., E.M.Sá - 1999

γ ∈ E(α, β) ⇐⇒ ∃N Nγ ∈ LR(Nα, Nβ)

A.Klyachko - 1998



∃N Nγ ∈ LR(Nα, Nβ) ⇒ γ ∈ LR(α, β)

A.Knutson, T.Tao - 1999

(não trivial!)



A equivalência

γ ∈ E(α, β) ⇐⇒ ∃N Nγ ∈ LR(Nα, Nβ)

também se deduz de um resultado de F. Kirwan (≤1994) sobre

quocientes geométricos e quocientes simplécticos (Knutson - 2000)



Descrição de E(α, β) (e de LR(α, β)) por desigualdades

Para I = (i1, . . . , ir) com 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n definamos

λ(I) = (ir − r, . . . , i2 − 2, i1 − 1)

γ ∈ E(α, β) ⇐⇒



Σ γ = Σα + Σβ ,

Σ γK ≤ ΣαI + ΣβJ sempre que

λ(K) ∈ E[λ(I), λ(J)] , 1 ≤ r < n

(K+KT; conjectura A.Horn, 1962; descrição recursiva; não trivial!)



Soluções completas para n = 1,2, 3

n=1

γ1 = α1 + β1

n=2

γ1 ≤ α1 + β1

γ2 ≤ α1 + β2

γ2 ≤ α2 + β1

γ1 + γ2 = α1 + α2 + β1 + β2



n=3

γ1 ≤ α1 + β1

γ2 ≤ α1 + β2

γ3 ≤ α1 + β3

γ2 ≤ α2 + β1

γ3 ≤ α2 + β2

γ3 ≤ α3 + β1

γ1 + γ2 ≤ α1 + α2 + β1 + β2

γ1 + γ3 ≤ α1 + α2 + β1 + β3

γ2 + γ3 ≤ α1 + α2 + β2 + β3

γ1 + γ3 ≤ α1 + α3 + β1 + β2

γ2 + γ3 ≤ α1 + α3 + β1 + β3

γ2 + γ3 ≤ α2 + α3 + β1 + β2

γ1 + γ2 + γ3 = α1 + α2 + α3 + β1 + β2 + β3



À parte a igualdade do traço,

para n = 2, 3 desigualdades

para n = 3, 12 desigualdades

para n = 4, 41 desigualdades

para n = 5, 142 desigualdades

para n = 6, 522 desigualdades



As desigualdades “essenciais”:

Belkale - 2000, Knutson, Tao, Woodward - 2001

(relação com multiplicidades de Littlewood-Richardson)

Para n ≤ 5 não há desigualdades a mais.



A igualdade

E(α, β) ∩ Zn = LR(α, β)

sugere uma correspondência profunda entre órbitas Oλ

e representações irredut́ıveis Vλ

F. Kirwan



O programa de Kirillov para grupos de Lie:

Representações irredut́ıveis

l

Órbitas (co)adjuntas



devendo ter-se:

Restrição de representações irredut́ıveis de G a um subgrupo K

l

Projecção de órbitas em g nas correspondentes em k

(“functorialidade” do método das órbitas)

A.Kirillov, Bulletin AMS - 1999



Aplicação ao caso de Un

µλ medida de probabilidade na órbita Oλ , S ∈ iHn , U = eS

Fórmula de Kirillov:

sλ(U) =
1

j(S)
µ∨λ+δ(S)

onde δ = (n−1, n−2, . . . ,1,0) , ∨ designa a transformada de Fourier

inversa e j(S) é uma certa função 6= 0 satisfazendo j∧ = µδ

Correspondência entre representações irredut́ıveis Vλ e órbitas Oλ+δ



As medidas µλ formam um hipergrupo para a convolução.

supp(µλ ∗ µν) = supp(µλ) + supp(µν) = Oλ +Oν

sα · sβ =
∑
γ

c
γ
αβ sγ ⇐⇒ µ∨α+δ µ∨β+δ = j ·

∑
γ

c
γ
αβ µ∨γ+δ

⇐⇒ µα+δ ∗ µβ+δ = µδ ∗
∑
γ

c
γ
αβ µγ+δ

A.Dooley, J.Repka, N.Wildberger, 1993



Dará uma outra demonstração de E(α, β) ∩ Zn = LR(α, β)?

(ou pelo menos de ⊆)

γ ∈ E(α + δ, β + δ) ⇐⇒ Oγ ocorre em Oα+δ +Oβ+δ

⇐⇒ Oγ ocorre em supp(µα+δ ∗ µβ+δ)

⇐⇒ Oγ ocorre em supp

∑
γ

c
γ
αβ

(
µδ ∗ µγ+δ

)


