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@ Motivacao
@ Construcees dealgebras de Lie
@ Superizacao da construcao de Elduque
@ Superquadrado Magico de Freudenthal (Elduque-Cunha)

© Caracterizacao das superlgebras do Superquadrado
@ Supeanlgebras contragredientes
@ Partes pares e partes mpares

© Superquadrado e Sistema Triplos
® 9(S1.2; S) e Sistemas Triplos Ortogonais
® g(Ss:2; S) e Sistemas Triplos Simpeticos

© Ultimos comentrios
e Estruturas de compostao, de Jordan e de Lie
@ Novas Supenlgebras de Lie em Caracterstica 3
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@ Motivacao
@ Construcees dealgebras de Lie
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Construcao de Tits (1966)

Sejam:

C, umaalgebra de Hurwitz @lgebra de compostao unital)

J, umaalgebra de Jordan central simples de grau 3.

Entao:

T(C:J)= derC (Co Jo) derd J

e umaalgebra de Lie (cak 6 2;3) para um paréntesis de Lie conveniente
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Construcao de Tits (1966)

Sejam:

C, umaalgebra de Hurwitz @lgebra de compostao unital)

J, umaalgebra de Jordan central simples de grau 3.

Entao:

T(C:J)= derC (Co Jo) derd J

e umaalgebra de Lie (cak 6 2;3) para um paréntesis de Lie conveniente
1 1
[a x;b y]= 3 tr(xy)Dap + [&b] (xy 3 tr(xy)l) +2t( ab)dy.y
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Quadrado Magico de Freudenthal

T(C;J) | Ha(k) Hs(k k) Hs(Mata(k)) Hs(C(Kk))
k Ay A, Cs Fa
k k A, A A As Ee
Maty(k) | Ca As Ds Ez
C(k) Fa Ees E; Es
spm_ Om

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 6 /54



Rearranjo da construcao de Tits (Vinberg,

Allison-Faulkner, Barton-Sudbery, Landsberg-Manivel

J=Hs(CY" k3 2., i(cH
Jo' K 2o i(CY

derd " tri(CY 2, i(CY
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Rearranjo da construcao de Tits (Vinberg,

Allison-Faulkner, Barton-Sudbery, Landsberg-Manivel

J=Hs(CY" k3 2., i(cH
Jo' K 2o i(CY

derd " tri(CY 2, i(CY

tri C= f(do;d1;dp) 2 0(S;b)® : do(x y) = da(x) y+x da(y); 8x;y 2 CY
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Rearranjo da construcao de Tits (Vinberg,

Allison-Faulkner, Barton-Sudbery, Landsberg-Manivel

J=Hs(CY" k3 2., i(cH
Jo' K 2o i(CY

derd " tri(CY 2, i(CY

tri C= f(do;d1;dp) 2 0(S;b)® : do(x y) = da(x) y+x da(y); 8x;y 2 CY
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Asalgebras de Lig(S; S% (Elduque)

Sejam:

o S, SY%algebras de compostao sinetrica
o tri(S); tri (SY, as respectivasalgebras de Lie da Trialidade
e (S S9Y uma mpiadeS S°

Entao:

9(S;SY = tri(S) tri(SY 2 (s 89 ; J

e umaalgebra de Lie com paréntesis dado por:
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9(S:SY = tri(S) tri(SY 2,i(S S9Y

o tri(S) tri(SYe uma sukalgebra de Lie dey(S;S9,

o [(do;dg;da); i(x  x%1= i di(x) x9,

o [(dg:dddd); i(x x91= i x dix9,

o [i(x X9 i+1(y YO= iv2 (x y) (x° y9 (ndices modulo 3),

o [i(x x%: iy yI1= a¥x%y9 '(txy) + ax;y) °(tRyo),
ondetyy = q(x;1)y  a(y;)x;3a906Y)1  rdy; 3a06y)L Ly

: (do; dp;do) 7! (dy; do; d1)e 0 automor smo natural de ordem 3
emtri S:
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Quadrado Magico de Freudenthal (2004)

9(s;89 | 1 2 4 8

1 Ay A, C F4
2 A, A2 Ay As Es
4 Cs As De Ef
8 Fa Es Ez Es

(cark 6 2;3)
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Quadrado Magico de Freudenthal (2004)

9SSy | 1 2 4 8 9SSy | 1 2 4 8
1 Ay A, C F4 1 Ay A, C k4
2 Ab Ab Ay As Es 2 A A A As Es
4 Cs As De E; 4 Cs As De Es
8 Fy4 Eg E; Eg 8 Fa Es Bz Es

(cark 6 2;3) (cark =3)
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Quadrado Magico de Freudenthal (2004)

9SSy | 1 2 4 8 oSS | 1 2 4 8
1 Ay A, C F4 1 Ay A, C k4
2 Ab Ab Ay As Es 2 A A A As Es
4 Cs As De E; 4 Cs As De Es
8 Fy4 Eg E; Eg 8 Fa Es Bz Es

(cark 6 2;3) (cark =3)

@ A, representa uma forma dpgls, portanto [Az; Az]e uma forma de
psls.

@ As representa uma forma dpglg, logo [As; As]e uma forma depsls.

o Es naoe simples, masHs; Es]e um ideal simples de codimensao 1.
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@ Motivacao

@ Superizacao da construcao de Elduque
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Superlgebras de Composcao

De ncao

Uma supenlgebra G C, C;, munida de uma superforma quadatica
regular g= ( qo; b), diz-se umasuperlgebra de compostao se:

do(XoYo) = Go(X0)Go(Yo);

b(xoy;%02) = Go(X0)b(Y;2) = b(yXp; 2%);

b(xy: zt) + ( 1PIVITPAET IR (zy;xt) = (- 1)Yb(x; 2)b(y; 1);
As supearlgebras de compostcao unitais designam-se quwenlgebras

de Hurwitz .
Se b veri ca

b(xy;z) = b(x;yz)

C e uma superlgebra de compostao sinetrica .

o
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Supemrlgebras de Composcao: Exemplos (Shestako

B(L;2)= k1 V J

V; espaco vectorial de dimensao 2
hj:i; forma bilinear alternada nao nula

cark =3
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Supemrlgebras de Composcao: Exemplos (Shestako

B(L2) =kl V J

V; espaco vectorial de dimensao 2
hj:i; forma bilinear alternada nao nula
cark =3

Produto supercomutativo
o IXx=x1=x
o uv = hujvil
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B(L2) =kl V J

V; espaco vectorial de dimensao 2

hj:i; forma bilinear alternada nao nula

cark =3
Produto supercomutativo Superforma quadatica
o Ix=x1=x o y(1)=1

o uv = hujvil o b(u;v) = hujvi
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Supemrlgebras de Composcao: Exemplos (Shestako

B(L2) =kl V J

V; espaco vectorial de dimensao 2

hj:i; forma bilinear alternada nao nula

cark =3
Produto supercomutativo Superforma quadatica
o IXx=x1=x e gy(1)=1
o uv = hujvil o b(u;v) = hujvi

e uma supealgebra de Hurwitz.
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Si,= ki V

fu;vg, base simpktica dev e 2 k
"1 L, u7lut v, vTly

e um automor smo de B(1;2) tal que"' 3 = 1.

S, = B(1;2) com a mesma norma e produto 'y =" (x)' 2(y)e uma
superlgebra de composcao sinetrica

Quando =0, S;.» representa a para-Hurwitz associadaBgl; 2); com a
mesma horma e produto

8

21 1=1

>1 w=w 1= w

"z w=hgjwil, 8w;z2 V:
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Supemrlgebras de Composcao: Exemplos (Shestako

B(4;2) = Endy (V) V J

k: V como atas
End(V); munido da involucao simpeticd 7! ', (H (u)jvi = huj' (v)i)
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Supemrlgebras de Composcao: Exemplos (Shestako

B(4:2) = Endy(V) V J

k: V como atas
End(V); munido da involucao simpeticd 7! ', (H (u)jvi = huj' (v)i)

Multiplicacao:
@ a composcao de aplicacees
em End (V)
ev:! =" (v)="v

@ u Vv = hjuiv:w 7! hwjuiv
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Supemrlgebras de Composcao: Exemplos (Shestako

B(4:2) = Endy(V) V J

k: V como atas
End(V); munido da involucao simpeticd 7! ', (H (u)jvi = huj' (v)i)

Multiplicacao: Norma
@ a composcao de aplicacees @ gp(' ) =det’
em Eng (V) b(; )=t( )
ev:! =" (v)="v o b(u;v) = hujvi

@ u Vv = hjuiv:w 7! hwjuiv

Sy representa a supeanlgebra para-Hurwitz associada condpto
X Yy = Xy.

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 15/ 54



Sao

V V ! End(V)
a b 7' hagjib: v 7 havib

S4;2 =V Vv Vv
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Sao

V V ! End(V)
a b 7' hagjib: v 7 havib

S4;2 =V Vv Vv

Produto:
eX y z t=hyjzit X
oV X Y= lyjvix
@ X Yy V= hxjviy
U V= Uu Vv
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Sao

V V ! End(V)
a b 7' hagjib: v 7 havib

S4;2 =V Vv Vv

Produto Forma bilinear supersinetrica
eX y z t=hyjzit X o b(x vy;z t)= hjzihyjti
oV X Y= lyjvix o b(u;v) = hujvi
@ X Yy V= hxjviy o b(x y;v)=0
U V= Uu Vv
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Classi cacao das supemlgebras de composcao sioat

Seja S uma superlgebra de compostcao simetrica sobne corpo K.
Entao, ou:

e S =0.
@ a caracterstica de ke 2 e Se umaalgebr&, - graduada.
@ a caracterstica de ke 3 e S isomorfa a,;$ ou a S.2.

Teorema (Elduque, Okubo 02)
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Classi cacao das supemlgebras de composcao sioat

Teorema (Elduque, Okubo 02)

Seja S uma superlgebra de compostcao simetrica sobne corpo K.
Entao, ou:

e S =0.
@ a caracterstica de ke 2 e Se umaalgebr&, - graduada.
@ a caracterstica de ke 3 e S isomorfa a,;$ ou a S.2.

Observacao

A menos de um isomor smo, S, e &2 esgotam as superlgebras de
compostao sinetrica com parte mpar nao trivial.
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As superlgebrag(S; S9

(S; :q), (S® :q9; superlgebras de compostao sinetrica
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As superlgebrag(S; S9

(S; :q), (S® :q9; superlgebras de compostao sinetrica

g= 9(S;SY; supenlgebraZ, Z, - graduada
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As superlgebrag(S; S9
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9o = Yo = Yap =S S
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As superlgebrag(S; S9

(S; :q), (S® :q9; superlgebras de compostao sinetrica

g= 9(S;SY; supenlgebraZ, Z, - graduada

Yoo = ti(S; ;a)  tri(S% ;g9
9o = Yo = Yap =S S

i(x  x9; o elementox x%emg.q (resp. gio.1), 9(1.1)) S€i = 0 (resp.
i=1;2)
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As superlgebrag(S; S9

(S; :q), (S® :q9; superlgebras de compostao sinetrica

g= 9(S;SY; supenlgebraZ, Z, - graduada

Yoo = ti(S; ;a)  tri(S% ;g9
9o = Yo = Yap =S S

i(x  x9; o elementox x%emg.q (resp. gio.1), 9(1.1)) S€i = 0 (resp.
i=1;2)

9= g(siSY= ui(Si ;q) wi(shia)  Pois SY
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g= tri(S; ;q) tri(S% ;9 Z,i(S 9

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri (SY sao subsupenlgebras de Ligri[S);tri (S9] = 0
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g= tri(S; ;q) tri(S% ;9 Z,i(S 9

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri (SY sao subsupealgebras de Ligri[S);tri (S9] = 0
o [(do;dy;dp); i(x x%1= i di(x) x°

o [(d8:dRrdd); i(x  x91=( U x  dix9
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g= tri(S; ;q) tri(S% ;9 Z,i(S 9

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri (SY sao subsupenlgebras de Ligri[S);tri (S9] = 0
o [(dordridz); i(x  x9= i di(x) x°
o [(d8:dRrdd); i(x  x91=( U x  dix9

o [ilx X9 im(y yYII=( 1¥Wii, (x y) (x° y9 (ndices
modulo 3)

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 19 /54



g= tri(S; ;q) tri(S% ;9 Z,i(S 9

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri (SY sao subsupenlgebras de Ligri[S);tri (S9] = 0
o [(dordridz); i(x  x9= i di(x) x°
o [(d8:dRrdd); i(x  x91=( U x  dix9

o [ilx X9 im(y yYII=( 1¥Wii, (x y) (x° y9 (ndices
modulo 3)

o [ix x9: iy Y9I
= 10D IO YO (tey) + (- 1YIXIb(x;y) O(ty0)
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° g =(9doo)i (Guo)i (Gon)i (Y
° (g = tri(S);  tri(SY

° (S 89 ,= (8% §) (S §)
j=01,i=0;12

Teorema
a(S; SY e uma supeanlgebra de Lie.

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 20 /54



@ Motivacao

@ Superquadrado Magico de Freudenthal (Eldugue-Cunha)
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9(S;SY " 9(S;SH

(S; ;q), uma superlgebra de composcao sinetrica munida deu
automor smo' de ordem 3.
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9(S;SY " 9(S;SH

(S; ;q), uma superlgebra de composcao sinetrica munida deu
automor smo' de ordem 3.
S , a superlgebra de composicao sinetrica com a mesmamare produto

x?y="(x) 'y):
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9(S;SY " 9(S;SH

(S; ;q), uma superlgebra de composcao sinetrica munida deu
automor smo' de ordem 3.
S , a superlgebra de composicao sinetrica com a mesmamare produto

x?y="(x) 'y):

Proposcao

Sejam S e 8supenlgebras de compostao sinetrica’' eum automor smo
de ordem3 de S. As supealgebras de L&S;SY e g(S ;SY sao
isomorfas.

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 22 /54



9(S;SY " 9(S;SH

(S; ;q), uma superlgebra de composcao sinetrica munida deu
automor smo' de ordem 3.
S , a superlgebra de composicao sinetrica com a mesmamare produto

x?y="(x) 'y):

Proposcao

Sejam S e 8supenlgebras de compostao sinetrica’' eum automor smo
de ordem3 de S. As supealgebras de L&S;SY e g(S ;SY sao
isomorfas.

o Em caracterstica 3,
952" gS12S°
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Superquadrado Magico de Freudenthal (Elduque-C.)

9S:$d | S S S S| Si2 Sy;2
S A1 As C Fy4 (6,8) (21,14)
S A A, As Es | (11,14) (35,20)
Sy Ds E7 | (24,26) (66,32)
Sy Eg | (65,50) (133,56)
Si (21,16)  (36,40)
Sz (78,64)
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© Caracterizacao das superlgebras do Superquadrado
@ Supeanlgebras contragredientes
@ Partes pares e partes mpares
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© Caracterizacao das superlgebras do Superquadrado
@ Supeanlgebras contragredientes
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Supemrlgebras de Lie contragredientes

A =(4g;) matriz n n de elementos enk

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 26 /54



Supemrlgebras de Lie contragredientes

A =(4g;) matriz n n de elementos enk

o (h; ; -);umarealizacaode A
e = f 4;::5; nge um conjunto linearmente independente em (o
dual do espaco vectoriah),
o - = fhy;:::;hyge um conjunto linearmente independente em

o j(h) = & para quaisquer;j =1;:::;n,
o dimh=2n rankA.
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Supemrlgebras de Lie contragredientes

A =(4g;) matriz n n de elementos enk

o (h; ; -);umarealizacaode A
e = f 4;::5; nge um conjunto linearmente independente em (o
dual do espeaco vectoriah),
e - = fhy;:::;hyge um conjunto linearmente independente eim

o ()= g paraqualsquer i=1;:0n,
o dimh=2n rankA.

@ Supeanlgebra de Lie local

6A; )=91 G O

® Jo = h; 01 = ke ken; g 1= kfy kfn
o [&:fi]]= .,h., [h;h]=0; [hie]l= i(he; [hifil= (Wi ()
i;j=1;:::;n, h;h°2 h, goe par e g;f; sao pares se e D B2 .
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o Existe uma supenlgebra de Lig-graduada minimab(A; );
superlgebra de Lie contragrediente com matriz de Carfancom
parte local§(A; ).

g(A; )= g(A; )=i(A)

e o(A; ), supeslgebra de Lie livremente gerada plore

graduecao emj(A; )
o i(A); o ideal homogeneo maximal dg(A; ) que intersectah

trivialmente.
@ SejaQ o grupo abeliano livre de geradoreg:::; n: Entaog(A; )e
Q-graduada fazendo degy= ;= degfi,i=1;:::;nedegh=0;

para qualqueth 2 h.
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g’ 9(A; )

Teorema

Sejag uma supenlgebra de Li&-graduada gerada pay, g, e pelos

elementos g2 g1 e i 2 g 1,1 =1;:::;n pares (respectivamente,
mpares) se e © se 62 (respectivamente, 2 ). Suponhamos que
existem 1;:::; n2ggehy; i hy 2 go tais que

e uma realizeacao de A e as relaceey ) sao \alidas.
Se qualquer ideal dg homogeneo nao nulo intersectap nao trivialmente
entaoge isomorfaa supenlgebra de Lie contragredientgA; ).

v
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo V;

@ ;1=(1;0,0), 2=(0;10); 3=(0,0;1)
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo V;

@ ;1=(1;0,0), 2=(0;10); 3=(0,0;1)
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo V;

® 1=(1;0,0), 2=(0;1,0); 3=(0;0;1)

o [h;e]=2e; [h;fi]= 2f; [e;fil=h
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo, V;3

® 1=(1;0,0), 2=(0;1,0); 3=(0;0;1)

o fvi;wig base simpkticadevi; hi= vow: &= ww: i= vy
o [hi;e]l=2q; [h;fi]= 2fi; [e:fil=h

@ h=kh; khy khsze uma sulalgebra de Cartan del.;
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo, V;3

® 1=(1;0,0), 2=(0;1,0); 3=(0;0;1)
o fvi;wig base simpktica dev;; hi= y.w; &= ww; fi = ViV
o [h;e]=2e; [h;fi]= 2f; [e;fil=h

[

h= kh; khy, khze uma sulalgebra de Cartan de.1
b, =f 2;:i=1;239[f 1 2 30
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo, V;3

® 1=(1;0,0), 2=(0;1,0); 3=(0;0;1)
o fvi;wig base simpktica dev;; hi= y.w; &= ww; fi = ViV
o [h;e]=2e; [h;fi]= 2f; [e;fil=h

[

h= kh; khy, khze uma sulalgebra de Cartan de.1
b, =f 2;:i=1;239[f 1 2 30

© 4, =fF 1=25 2= 1 2 3 3=230
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tri 84;2 I d2;1 = Sp(Vl)

sp(V2)

sp(Vs) Vi V,

Vs

[

[

[

[

1=(1;0,0), 2=(0;10); 5=(0;0;1)
fvi;wig base simpktica devi; hi= y.w; €= ww; fi = -
[hi;el=2e; [h;fil= 2fi; [&;fi]=nh;
h= kh; khy, khze uma sulalgebra de Cartan de.1

b, =f 2;:i=1;239[f 1 2 30

den =T 1522, 2= 1 2 3 3=230

Ei=e; BEb=wp Vo vz Es = e3;

Fi=1; F= vi w ws F3=f3;
Hi=hy; Ha=hy hy hg; Hsz = ha:
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tri 84;2 ' d2;1 = Sp(Vl) Sp(Vz) Sp(Vg) Vi Vo, V;3

® 1=(1;0,0), 2=(0;1,0); 3=(0;0;1)
o fvi;wig base simpktica dev;; hi= y.w; &= ww; fi = ViV
o [h;e]=2e; [h;fi]= 2f; [e;fil=h

[

h= kh; khy, khze uma sulalgebra de Cartan de.1
b, =f 2;:i=1;239[f 1 2 30
© 4, =fF 1=25 2= 1 2 3 3=230
Ei=e, BE=w Vv v Es = e3;
o Fi=f F= wvi w ws F3=f3
Hi=hy; Ho=hy hy hg; Hz = hs:

@ h;fR( 1);R( 2);R( 3)g;fHi;Hy; Hsg e uma realizacao da matriz
0 1
2 10
Ai,, =@ 0 1A e dy' gAg,,:f29:
0 1 2
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g' oA )=

Teorema
Sejag uma superlgebra de Lie Q-graduada gerada pelos elememsms
nulose 2g,,fi2g ,,i=1;:::;n, ondeg;f; sao pares

(respectivamente, mpares) se@2 (respectivamente, 2 ). Suponha-se
que:
o Sehi =[e;fi],i=1;:::;n, entaolhi;g] = ajg, [hi;fil = ajfj,
[hi;hj]1=0, [8;f]]= ihi, para quaisquer;i.
@ Qualquer ideal Q-homogeneo nao nulo intersecta naociatimente
g1 01, cOM
Onm=f gg:d=mp 1+ + My m+ + my=mg; para
qualquer m2 Z.

Entaoge isomorfaa superlgebra de Lie contragrediente derdeasem
centrogYA; )=c.
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Supemrlgebras contragredientes, Matrizes de Cartan

Diagramas de Dynkin

o Asispp
2 1 0 . 5 s
9(S1:S1;2) ' 9% Agyisy,if 29 =C @1 o0 1A
' 0 12
0 1 3
2 1 1 / \
9(S2: S1;2) ' 9 Asy;sy,if 39 =C @1 2 1A NN
a 1 1 0 1 1 2
2 1 0 0
. . . 12 2 1§ 1 2 3
9(Sa; S1;2) [¢] AS4:51;2,f4g %0 1 2 0 =
0 1 0 0 ‘
yal 1 4
2 1 0 0 0"
12 1 0 0
(SsiS12) ' O Asgsy T 59 %0 2 2 1 °§ S S N
' 0 0 102 1
g o0 0 1,0
2 1 0 0
. . _ 12 1 0 1 2 3 4
9(S12: Su2) ' 0% Asypisy.,i T4 =C % o 2 2 1§ =
0 0 0 1 0,
0 1 0 0
. P 12 1 0 1 2 3 4
9(S1;2:842) ' 9 A51;2;S4;2vf1v 3, 49 % 0 2 2 2§ = =
0 0 1 0
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Supearlgebras contragredientes, Matrizes de Cartan, @&mnas de Dynkin

9(S; S4;2) " o Psisga
2 1 0 1 2 3
9 Asyisy i 239 @ 2 A .
i R 0 1 0 ,
2 T 0 0 o
102 1 0 o 4
g Asy;s, i 350 =¢ %o 10 11 : 2 37
' 0 0 12 AN
. 0 0o 1 0o o | 5
2 T 0 0 0 o0°
12 1 0 0 0O s
0 12 0 o 12 3 a4
9 Asgisy,i 469 o o0 1 1 1E <
0 0 0 2 0 N 6
0 0 o0 0 o0
2 0 T 0 0 0 0
o 2 o0 1 0 0 o0
1 0 2 1 0 0 o0
0 Asyis, i 1679 0 101 2 1 0 o0 s o4 s 8
: o o0 o 12 1 0 |
o 0o o o0 1 o0 1
0. 0 0 0 0 1,0 2
0 1 0 0 0 o°
1 0 1 0 0 o0 5
o 1 2 1 0 o0 12 3 a4
9 Asygisypr F1124 69 0 o0 1 0 1 1E <
0o o 0 1 2 0 N 6
0o 0o 0 1 0 0
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So ane Bouarroudj, Pavel Grozman and Dimitri Leites
Cartan matrices and presentations of Cunha and Elduque
superalgebragpreprint.
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© Caracterizacao das superlgebras do Superquadrado

@ Partes pares e partes mpares
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51;54;20=f 2i; i jZl i<j Bg
=f i 1 2 3:1 i 3g

o=Ff 1= 1 2, 2= 2 3 3=230

@ gy = 9(S1; Sa2)p€ isomorfaaalgebra de Lie contragrediente com

matriz de Cartan 0 1
2 1 0
CGG=@ 1 2 2A:
0 1 2

@0y Sps=n h n*
00" V(!\,g) " ker'; comW nodulo natural de dimensao 6 parspg
v 3
W W
21" " z3 T'f z1jzp0z3 + f25)2392 + f23)21025:
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9= 9(Su2; S1;2)

Jo= sp(V1) sp(V2) shb Vi Vo sl
so(V;b); onde V= V; V, Q

b e uma forma bilinear sinetrica de ndice de Witt maximal

g=(Va V2) db
=(Vi V2) (1 ] 1)
=((Vi V2) i) (Vi V2) )
2spin
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Supemrlgebras de Lie no Superquadrado Magico de

Freudenthal
S1;2 Ss;2
S psly;» sps (14)
S | sl pglk  (2) psl  pgls (20)
Sa | sl2 spg (2) (13) soi2 sping
Ss sl fa (2 (25 & (56)
Si:2 so7  2spiny spg  (40)
Ss:2 sps  (40) SO13  Sping
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Supemrlgebras de Lie no Superquadrado Magico de

Freudenthal

S12 S0
St psly.o sps (14)
S | sl pglz  (2) pskk  pgls (20)
Sy | sl spg (2) (13) so  spimy
Ss

sl fa (2 (25 & (56)
Si:2 so7  2spiny spg  (40)
Ss:2 sps  (40) SO13  Sping

@ Apenasg(Si2;S1) " psly, tem contrapartida na classi cacao de Kac, em
caracterstica 0.
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Supemrlgebras de Lie no Superquadrado Magico de

Freudenthal

S12 S0
St psly.o sps (14)
S | sl pglz  (2) pskk  pgls (20)
Sy | sl spg (2) (13) so  spimy
Ss

sl fa (2 (25 & (56)
Si:2 so7  2spiny spg  (40)
Ss:2 sps  (40) SO13  Sping

@ Apenasg(Si2;S1) " psly, tem contrapartida na classi cacao de Kac, em
caracterstica 0.

@ Todas as outras supenlgebras de Lie, com excepao g€;; Si:2) € 9(Sz; Sa:2);
gue conttm um ideal simples de codimensao 1, sao novas sigedras de Lie
simples espec cas da caracterstica 3.
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© Superquadrado e Sistema Triplos
® 9(S1.2; S) e Sistemas Triplos Ortogonais
® g(Ss:2; S) e Sistemas Triplos Simpeticos
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© Superquadrado e Sistema Triplos
® 9(S1.2; S) e Sistemas Triplos Ortogonais
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S;algebra para-Hurwitz
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S;algebra para-Hurwitz

80 1 9
< 0o & & =

J=H3S; )= . @a, 1 aA: o 1; 22k ag,a;;a2 S,
@A a2 ’

‘ k3 i2=0 I(S)

9(S1;S) " derd ]
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S;algebra para-Hurwitz

80 1 9
< 0 & =
J=H3S; )= . @a, 1 aA: o 1; 22k ag,a;;a2 S,
@A a2 ’
g(S;;S) ' derJ |

Observacao

Este isomor smo estende-se a um isomor smo de supearlgebras ti, quando Se uma
superlgebra para-Hurwitz, caso em que Je uma supernlged de Jordan.
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9(S12:8) " sp(V) 9(S;S) V 2,i(V 9)

tri S;.p = f(d;d;d):d 2 0ospSy2)9" 0Sp(S12) ' spV  V

9(S1:2;S)

tri (Sy2)  ri(S) 2o i(Si2 )
spvV V tri(S) 2,i@ 9)

i2:0 i(V S)
9(S12:S)o = spV  ti(S) ( %o (9))
" spV derd

9(S12:9), = V 2o iV S
"V K )
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k 2,i(S) " Jo=%k1=:3
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k 2,i(S) " Jo=%k1=:3

Teorema

< o(S12iS)’ V) derd
S g(Suz9), VX

Entaode um sistema triplo ortogonatom produto triplo dado por:
Rg2]= x (y 2) y (x )"
(% = x+ k1)

Coro#rio (Elduque, C.)

A supeglgebra de Lig(S;.2; S)e a superlgebra de Lie associada ao
sistema triplo ortogonall = Jo=k1, para J= Hs(S).
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© Superquadrado e Sistema Triplos

® g(Ss:2; S) e Sistemas Triplos Simpeticos
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0(S42;S) e S.T.S

S;algebra para-Hurwitz
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0(S42;S) e S.T.S

S;algebra para-Hurwitz

Vi; o nodulo natural parasp(V;) anulado porsp(V;j) paraj 6 i
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0(Ss2;S) e S.T.S

S;algebra para-Hurwitz

Vi; o nodulo natural parasp(V;) anulado porsp(V;j) paraj 6 i

oS S)'  Lyspv)) tiS
(Vi V2) o(S) (V2 V3) 1(S) (Vi Vz) 2S)
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0(Ss2;S) e S.T.S

S;algebra para-Hurwitz

Vi; o nodulo natural parasp(V;) anulado porsp(V;j) paraj 6 i

oS S)'  Lyspv)) tiS
(Vi V2) o(S) (V2 V3) 1(S) (Vi Vz) 2S)

9a(SeS)'  jmsAV) (V) tiS
(Vi V2) (Va3 Va) oS
(V2 Va) (Vi Va)  1(S)
(Vi V3) (V2 Vg 2AS)

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 44 | 54



0(Ss2;S) e S.T.S

9(Se; S) ' sp(Va) 9(Ss;S)
Vg (V1 V2 V)

(Va3 o(S) (Vi 1(S) (V2 29))
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0(Ss2;S) e S.T.S

9(Ss; S) " sp(Va)  9(S4; )

Vg (V1 V2 V)

(Vs ofS) (Vi 1(S) (V2 2A9)
9(S42:8) " LispV)) (V) wi(S)

(Vi V2) Vi o(9)

(V2 V3) Vi 1(9)

(Vi V3) Va2 2(9)
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0(Ss2;S) e S.T.S

9(Se; S) ' sp(Va) 9(Ss;S)
Vg (V1 V2 V)

(Va3 o(S) (Vi 1(S) (V2 29))

9(S42:8) " LispV)) (V) wi(S)
(Vi V2) Vi o(9)
(V2 V3) Vi 1(9)
(Vi V3) Va2 2(9)

9(S42:S) ' d(Ss;5)
(Vi Vo V3)
(Va2 ofS) (Vi 1(S) (V2 29)
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0(Ss2;S) e S.T.S

Coro#rio (Elduque, C.)

Seja S umaalgebra para-Hurwitz. Entao:
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0(Ss2;S) e S.T.S

Coro#rio (Elduque, C.)

Seja S umaalgebra para-Hurwitz. Entao:

o T=(V:i V2 Vi) (Va ofS) (Vi 1(S) (V2 2S)e
um sistema triplo simpektico.
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0(Ss2;S) e S.T.S

Coro#rio (Elduque, C.)

Seja S umaalgebra para-Hurwitz. Entao:
o T=(V:i V2 Vi) (Va ofS) (Vi 1(S) (V2 2S)e
um sistema triplo simpektico.

@ 9(S42;S) ' inderT Te a supeanlgebra de Lie associada a este
sistema triplo.
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0(Ss2;S) e S.T.S

Coro#rio (Elduque, C.)

Seja S umaalgebra para-Hurwitz. Entao:
o T=(V:i V2 Vi) (Va ofS) (Vi 1(S) (V2 2S)e
um sistema triplo simpektico.

@ 9(S42;S) ' inderT Te a supeanlgebra de Lie associada a este
sistema triplo.

Observacao
1 k ‘J ]

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 46 | 54



9(S1:2;S); 9(Ss2; S) e Sistemas Triplos

Sl SQ S4 SB

Si.2 | Superlgebras de Lie associadas a sistemas
triplos ortogonaisd = Jo=k1

Ss2 | Superlgebras de Lie associadas a sistemas

triplos simpekticos

J
J k

(Je umaalgebra de Jordan central simples de grau 3)

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 47 | 54



9(S1:2;S); 9(Ss2; S) e Sistemas Triplos

Sl SQ S4 SB

Si.2 | Superlgebras de Lie associadas a sistemas
triplos ortogonaisd = Jo=k1

Ss2 | Superlgebras de Lie associadas a sistemas

. . . J
triplos simpéticos 7 K

(Je umaalgebra de Jordan central simples de grau 3)

@ As supenlgebras de Lig(S1:2; S1:2) € 9(S1:2; Su:2) estao relacionadas
com certossistemas triplos ortosimpeticogElduque, C.).

@ 9(S1.2; S1:2) est tamkem relacionada com um sistema triplo
ortogonal nulo.
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© Ultimos comentrios
e Estruturas de compostao, de Jordan e de Lie
@ Novas Supenlgebras de Lie em Caracterstica 3
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© Ultimos comentrios
e Estruturas de compostao, de Jordan e de Lie
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Linhas do Superquadrado

9(S1;9) derHs(S)

9(S2; S) Jo derd"' stroH3(S)

9(S4;S) | (Qo J) derd'T KK(H3(S)) ' corHs(S)
9(S1:2;S) sl, derH3(S) V W
9(Ss:2; S) corHz(S) W

S; (superplgebra de composcadis(S) (superplgebra de JordanW
(super)nmodulo.
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Linhas do Superquadrado

9(S1;9) derHs(S)

9(S2; S) Jo derd"' stroH3(S)

9(S4;S) | (Qo J) derd'T KK(H3(S)) ' corHs(S)
9(S1:2;S) sl, derH3(S) V W
9(Ss:2; S) corHz(S) W

S; (superplgebra de composcadis(S) (superplgebra de JordanW
(super)nmodulo.
9 0(S1:2;S1:2) ' T KK(Kg), sendo Kg = Kz KzeKsz=K, K;, com
Ko = ke, K; = kx+ ky com multiplicacao:

1 1
e’=e, ex= SX=Xe ey= Sy=ye xy=e= yx x2=0= yZ

® 9(S12:S1) ' T KK(K3) " pshy:
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© Ultimos comentrios

@ Novas Supenlgebras de Lie em Caracterstica 3
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Novas Supemlgebras de Lie em Caracterstica 3

o O feito mais notivel desta construcaoe que, com exceqo da
supearlgebrapsl,.,; nenhuma das superlgebras simples que aparece
nasultimas colunas tem contrapartida na classi caca® dac em
caracterstica 0. Este trabalho mostra pois numerososrepios de
situecoes excepcionais em caracterstica 3:

o 9(S:Sp2)(r =4;8);[9(S2; S1;2); 9(S2; Sy;2)]
o (S Su2)(r =1;4,8);[9(S2; Su:2); 9(S2; Sa:2)]
o O(S1;2; S4;2); 9(S1;2; S1;2); 9(Ss;25 Sa:2)
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Superquadrado Magico de Freudenthal em Caracterstic

9a(Ss) | S S St S Sio Sur
S | sk pgl; spg fa pskh., sps  (14)
S pgls pgk pols & | pgls sk psk (2) pgls  (20)
S so. € | spg sk (13) (2) soz spin,
S & | fa s (25 (2 e (56)
Si2 so; 2 spiny spg  (40)
Ss;2 SOz Sping;
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