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@ Motivacio
@ Construgdes de algebras de Lie
® Superizacdo da constru¢do de Elduque
@ Superquadrado Mdgico de Freudenthal (Elduque-Cunha)

e Caracterizacdo das superdlgebras do Superquadrado
@ Superdlgebras contragredientes
@ Partes pares e partes impares

© Superquadrado e Sistema Triplos
@ g(S12,5) e Sistemas Triplos Ortogonais
@ g(S542,5) e Sistemas Triplos Simpléticos

(%) Ultimos comentarios
@ Estruturas de composicdo, de Jordan e de Lie
@ Novas Superdlgebras de Lie em Caracteristica 3
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@ Motivacio
@ Construgdes de algebras de Lie
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Construgdo de Tits (1966)

Sejam:

C, uma é&lgebra de Hurwitz (dlgebra de composi¢do unital),

J, uma algebra de Jordan central simples de grau 3.

Ent3o:

T(C,J) =ver C & (Co ® Jo)  der J J

é uma algebra de Lie (car k # 2,3) para um paréntesis de Lie conveniente:
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Construgdo de Tits (1966)

Sejam:

C, uma é&lgebra de Hurwitz (dlgebra de composi¢do unital),

J, uma algebra de Jordan central simples de grau 3.

Ent3o:

T(C,J) =ver C & (Co ® Jo)  der J J

é uma algebra de Lie (car k # 2,3) para um paréntesis de Lie conveniente:
1 1
0 x5 ] = 5 ) Das + [5.1 Gy = o)1) ) + 21(ab)e
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Quadrado M4agico de Freudenthal

T(C,J) | Ha(k) Hs(k@®k) Hs(Mata(k)) Hs(C(K))
k A Ay G Fs
kak | A A A As Es
Mato(k) | G As De =
C(k) Fa Ee E Es
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Rearranjo da construgdo de Tits (Vinberg,

Allison-Faulkner, Barton-Sudbery, Landsberg-Manivel)

J=H(C) = k@ (B0u(C"))
Jo =~ K @ (©2_gti(C"))

der J ~ tri(C') @ (@%:OL,'(C,))
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Rearranjo da construgdo de Tits (Vinberg,

Allison-Faulkner, Barton-Sudbery, Landsberg-Manivel)

J=H(C) = k@ (B0u(C"))
Jo =~ K @ (©2_gti(C"))

der J ~ tri(C') @ (@%:OL,'(C,))

tei C' = {(do, d1, o) € o(S, b)? : do(x-y) = di(x)-y+x-da(y),¥x,y € C'}
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Rearranjo da construgdo de Tits (Vinberg,

Allison-Faulkner, Barton-Sudbery, Landsberg-Manivel)

J=H(C) = k@ (B0u(C"))
Jo =~ K @ (©2_gti(C"))

der J ~ tri(C') @ (@%:OL,'(C,))

tei C' = {(do, d1, o) € o(S, b)? : do(x-y) = di(x)-y+x-da(y),¥x,y € C'}

T(C,J)=0er C P (Co® Jp) ®verJ
~ et C @ (G ® k?) @ (024G @ 1i(C)) @ (ti(C) @ (@Eoi(C))))
~ (tri(C) @ ti(C')) & (Dgti(C ® C)) spm__ (O
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As algebras de Lie g(S,S’) (Elduque)

Sejam:

@ S, S/, dlgebras de composicio simétrica
o tri(S), tri(S’), as respectivas algebras de Lie da Trialidade
° 1i(S®S’), uma cépiade S® S'.

Ent3o:

9(5,5") = (&i(S) @ &i(S")) @ (@2ou(S @ 5)), J

é uma dlgebra de Lie com paréntesis dado por:
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9(5, ') = (ti(S) @ ti(S) @ (@2oi(S® )

o tri(S) @ tri(S’) é uma subdlgebra de Lie de g(S,S’),
o [(do, di, db), ti(x @ x")] = ¢i(di(x) @ X'),
o [(dg, di,dp),ei(x @ x")] = vi(x ® d/(X)),
o [1i(x@x'),tiy1(y @ y")] = tiz2((x*y) ® (x"* y")) (indices modulo 3),
o ilx @ x),uily @ y')] = @,y )0 (ty) + () (KL ),
onde ., = (q(x,.)y — a(y,)x, 3q(x, )1 — rcly, 5q(x, ¥)1 — lery)

0 : (do, d1, d2) — (da, dy, d1) é o automorfismo natural de ordem 3
em tri S.
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Quadrado Magico de Freudenthal (2004)

as,s) 11 2 4 8
1 A1 Ao G F
2 Ay AdA A E
4 G As Ds E7
8 Fa Es E; Eg

(cark #2,3)
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Quadrado Magico de Freudenthal (2004)

a(S$,8") | 1 2 4 8 a(S$,8") | 1 2 4 8
1 A; A, G Fi 1 A, A, G Fi
2 Ay ArB A As Es 2 A, A d A A E
4 G As Ds E 4 G As Ds E;
8 Fa Es E; Eg 8 F, Es E; Eg

(cark #2,3) (cark = 3)
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Quadrado Magico de Freudenthal (2004)

a(S$,8") | 1 2 4 8 a(S$,8") | 1 2 4 8
1 AL Ay G F 1 AL A, G F
2 Ay MDA A E 2 A AoA A E
4 G As Ds E; 4 G As Ds E
8 Fs Es E; Es 8 F4 Es E; Eg

(cark #2,3) (cark =3)

o A, representa uma forma de pgls, portanto [;42,;42] é uma forma de
psls.
o As representa uma forma de pglg, logo [As, As] é uma forma de psls.

@ Eg ndo é simples, mas [Eg, Eg] € um ideal simples de codimens&o 1.
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@ Motivacio

® Superizacdo da constru¢do de Elduque

Isabel Cunha (UBI)

12 de Janeiro de 2008

11 / 54



Superalgebras de Composicao

Uma superalgebra C = G5 @ (3, munida de uma superforma quadratica
regular q = (qg, b), diz-se uma superalgebra de composicao se:

90(x6¥0) = 96(x5)q0(¥5);
b(x5y,x52) = a5(x5)b(y, z) = b(yx5, 2x5),
b(xy, zt) + (_1)IX||y|+IX|IZI+|yIIZIb(Zy’ xt) = (_1)|yIIZIb(X’ 2)b(y, t),

As superdlgebras de composicdo unitais designam-se por superalgebras
de Hurwitz.
Se b verifica

b(xy,z) = b(x, yz)

C € uma superalgebra de composicao simétrica.
v
-\
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(1,2) = k1@ V ]

V/, espaco vectorial de dimens3o 2
(.|.), forma bilinear alternada n3o nula

cark=3
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(1,2) = k1@ V ]

V/, espaco vectorial de dimens3o 2
(.|.), forma bilinear alternada n3o nula
cark =3

Produto supercomutativo:
0 Ix=x1l=x

o uv = (u|v)l
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(1,2) = k1@ V ]

V/, espaco vectorial de dimens3o 2

(.|.), forma bilinear alternada n3o nula

cark =3
Produto supercomutativo: Superforma quadratica:
0 Ix=x1=x ° g5(1) =1
o uv = (u|v)l o b(u,v) = (ulv)
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(1,2) = kla V )

V/, espaco vectorial de dimens3o 2

(.|.), forma bilinear alternada n3o nula

cark =3
Produto supercomutativo: Superforma quadratica:
0 Ix=x1=x ° g5(1) =1
o uv = (u|v)l o b(u,v) = (ulv)

é uma superdlgebra de Hurwitz.
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Sl,=kigV

{u, v}, base simplética de V e \ € k
p:l—=1 u—u+Av, viev

é um automorfismo de B(1,2) tal que ¢3 = 1.

5%72 = B(1,2) com a mesma norma e produto x e y = (X)p?(y) é uma
superalgebra de composicao simétrica.

Quando A =0, 517 representa a para-Hurwitz associada a B(1,2), com a
mesma norma e produto

lel=1
lew=wel=—w
zew = (zw)l,Vw,z€ V. spPm_ (9an
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(4,2) = Endy(V) @ V ]

k, V como atras
Endy(V), munido da involugdo simplética ¢ — @, ({(¢(u)|v) = (u|@(v)))
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(4,2) = Endy(V) @ V ]

k, V como atras
Endy(V), munido da involugdo simplética ¢ — @, ({(¢(u)|v) = (u|@(v)))

Multiplicagao:
@ a composicdo de aplicacoes
em Endy(V)
o v.p=¢(v)=p.v
o u-v=_|uyv:w— (wluyv
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(4,2) = End(V) @ V )

k, V como atras
Endy(V), munido da involugdo simplética ¢ — @, ({(¢(u)|v) = (u|@(v)))

Multiplicagao: Norma:
@ a composicio de aplicacdes @ gg(p) =detgp
em End, (V) b, ¥) = t(p o)
o v.p=¢(v)=p.v o b(u,v) = (ulv)

o u-v=_|uyv:w— (wluyv
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Superdélgebras de Composi¢do: Exemplos (Shestakov)

B(4,2) = End(V) @ V )

k, V como atras
Endy(V), munido da involugdo simplética ¢ — @, ({(¢(u)|v) = (u|@(v)))

Multiplicagao: Norma:
@ a composicio de aplicacdes @ gg(p) =detgp
em Endy(V) b, ¥) = t(p o)
o v.p=¢(v)=p.v o b(u,v) = (ulv)

o u-v=_|uyv:w— (wluyv

S4 representa a superdlgebra para-Hurwitz associada com produto
Xey=Xy.
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Isabel Cunha (UBI)

Sa42

VeV — Endk(V)
a®b +—— (a|)b: v (a|v)b

5472:V®V@ %4
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Sa42

VoV — Endg(V)
a®b +—— (a|)b: v (a|v)b

S4p=VoV OV

Produto:
xRy e zRt=(y|z)t®x
o ve x®y = (y|lv)x
o xRye v=—(x|v)y

QuUeV=—URV
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Sa42

VoV — Endg(V)
a®b +—— (a|)b: v (a|v)b

S4p=VoV OV

Produto: Forma bilinear supersimétrica:
xRy e zRt=(y|z)t®x 0 b(x®y, z®t) = (x|z){(y|t)
o ve x®y = (y|lv)x o b(u,v)={(u|v)
o xRye v=—(x|v)y ® b(x®y,v)=0
QuUeVv=—URV
spm_ (O

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 16 / 54



Classificacao das superalgebras de composicao simétrica

Teorema (Elduque, Okubo 02)

Seja S uma superdlgebra de composicao simétrica sobre um corpo k.
Entao, ou:

(*] 51 =0.
@ a caracteristica de k € 2 e S € uma dlgebra Z; - graduada.

® a caracteristica de k é 3 e S isomorfa a S, ou a S 5.
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Classificacao das superalgebras de composicao simétrica

Teorema (Elduque, Okubo 02)

Seja S uma superdlgebra de composicao simétrica sobre um corpo k.
Entao, ou:

) 51 =0.
@ a caracteristica de k € 2 e S é uma adlgebra Z, - graduada.

@ a caracteristica de k € 3 e S isomorfa a 51)‘2 oua Sso.

Observacao

A menos de um isomorfismo, 51)‘2 e 542 esgotam as superdigebras de
composicdo simétrica com parte impar n3o trivial.
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As superélgebras g(S, S’)

(S,0,q), (S',%,q"), superdlgebras de composicdo simétrica
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As superélgebras g(S, S’)

(S,0,q), (S',%,q"), superdlgebras de composicdo simétrica

g=9(S,S’), superdlgebra Z, x Z, - graduada
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As superélgebras g(S, S’)

(S,0,q), (S',%,q"), superdlgebras de composicdo simétrica

g=9(S,S’), superdlgebra Z, x Z, - graduada

9(0,0) = tri(S, ®, q) & tri(S', %, q)
91,0) = 800,1) = 911 = S® 5/
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As superélgebras g(S, S’)

(S,0,q), (S',%,q"), superdlgebras de composicdo simétrica

g=9(S,S’), superdlgebra Z, x Z, - graduada
95,5 = tei(S,e,q) @ tei(S', %, q')
91,0) = 800,1) = 911 = S® 5/

Li(x ® x'), o elemento x ® x" em g(15) (resp. g1y, §(3,1)) se i = 0 (resp.
i=1,2)
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As superélgebras g(S, S’)

(S,0,q), (S',%,q"), superdlgebras de composicdo simétrica

g=9(S,S’), superdlgebra Z, x Z, - graduada

95,5 = tei(S,e,q) @ tei(S', %, q')
910 = 96,1 = 91D =S ® 5/

Li(x ® x'), o elemento x ® x" em g(15) (resp. g1y, §(3,1)) se i = 0 (resp.
i=1,2)

g=9(5,5) = (ti(S,e,q) ® ti(S,%,q)) ® (Bti(S® ")) J
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g = (tri(S, e, q) ® ti(S', %, ) ® (&2_i(S® S'))

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri(S’) sdo subsuperdlgebras de Lie, [tri(S), tri(S")] = 0
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g = (tri(S, e, q) ® ti(S', %, ) ® (&2_i(S® S'))

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri(S’) sdo subsuperdlgebras de Lie, [tri(S), tri(S")] = 0

o [(do, di, dg), L,'(X & X/)] = L,'(d,'(X) & X/)
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g = (tri(S, e, q) ® ti(S', %, ) ® (&2_i(S® S'))

Produto superanticomutativo:
o tri(S) e tri(S’) sdo subsuperdlgebras de Lie, [tri(S), ti(S')] =0

o [(do, di, dg), L,'(X & X/)] = L,'(d,'(X) & X/)

o [(dg. dy, dp), 1i(x ® x)] = (~1) %111, (x @ d}(x))
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g = (tri(S, e, q) ® ti(S', %, ) ® (&2_i(S® S'))

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri(S’) sdo subsuperdlgebras de Lie, [tri(S), tri(S')] =0
] [(do, dl, dg), L,'(X X X/)] = L,‘(d,‘(X) & X/)
o [(dg, df, d5), i(x @ x')] = (=1)\ %M (x ® d](x"))

° [Lilx®x)Livily @y = (—1)‘X/||y|bi+2((x e y)® (X' *y')) (indices
modulo 3)
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g = (tri(S, e, q) ® ti(S', %, ) ® (&2_i(S® S'))

Produto superanticomutativo:

o tri(S) e tri(S’) sdo subsuperdlgebras de Lie, [tri(S), tri(S')] =0
] [(do, dl, dg), L,'(X X X/)] = L,‘(d,‘(X) & X/)
o [(dg, df, d5), i(x @ x')] = (=1)\ %M (x ® d](x"))

° [Lilx®x)Livily @y = (—1)‘X/||y|bi+2((x e y)® (X' *y')) (indices
modulo 3)

o [Li(x®xX),ui(y ®y")
=) DY T (x| )07 (1) + (f]_)\YHX/‘b(X,y)@"'(t;,,y/)
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g=29(59)

° g, =(9806,0)) ® (91,0 ® (80,1)); © (83,1));
° (9(5,0)); = tri(S); ® tri(S');
° (Li(S®S)); =1(SH®S) & u(ST® S;_;)

j=0,1,i=0,1,2.

Teorema

9(S,S’) é uma superdigebra de Lie.
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@ Motivacio

@ Superquadrado Mdgico de Freudenthal (Elduque-Cunha)
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9(S,5") ~a(S,, 5)

(S, *,q), uma superdlgebra de composicdo simétrica munida de um
automorfismo ¢ de ordem 3.
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g(5,5") ~g9(5,, 5)

(S, *,q), uma superdlgebra de composicdo simétrica munida de um
automorfismo ¢ de ordem 3.
S, a superdlgebra de composicdo simétrica com a mesma norma e produto

xxy = @(x) * p*(y).
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g(5,5") ~g9(5,, 5)

(S, *,q), uma superdlgebra de composicdo simétrica munida de um
automorfismo ¢ de ordem 3.
S, a superdlgebra de composicdo simétrica com a mesma norma e produto

xxy = @(x) * p*(y).

Proposicao

Sejam S e S’ superdigebras de composicdo simétrica e p um automorfismo
de ordem 3 de S. As superdlgebras de Lie g(S,S’) e g(S,, S') sdo
isomorfas.
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g(5,5") ~g9(5,, 5)

(S, *,q), uma superdlgebra de composicdo simétrica munida de um
automorfismo ¢ de ordem 3.
S, a superdlgebra de composicdo simétrica com a mesma norma e produto

xxy = @(x) * p*(y).

Proposicao

Sejam S e S’ superdigebras de composicdo simétrica e p um automorfismo
de ordem 3 de S. As superdlgebras de Lie g(S,S’) e g(S,, S') sdo
isomorfas.

@ Em caracteristica 3,

S, 8" ~g(512, 5
8512 5) = 8(512,%) spm_ (9
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Superquadrado Mégico de Freudenthal (Elduque-C.)

9(5,5) | S S S4 Sg| Sip S42
S Ay Ay G F | (68) (21,14)
S, Aya A, As Es| (11,14) (35,20)
S4 Ds E; | (24,26) (66,32)
Sg Eg | (55,50) (133,56)
Sio (21,16)  (36,40)
S4.2 (78,64)
spm__ (O
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9 Caracterizacdo das superdlgebras do Superquadrado
@ Superdlgebras contragredientes
@ Partes pares e partes impares
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9 Caracterizacdo das superdlgebras do Superquadrado
@ Superdlgebras contragredientes
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Superalgebras de Lie contragredientes

A = (ajj) matriz n x n de elementos em k
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Superalgebras de Lie contragredientes

A = (ajj) matriz n x n de elementos em k

@ (h,M,MY), uma realizacio de A

o M={ai,...,an} é um conjunto linearmente independente em h* (o
dual do espaco vectorial b),

o MY ={hy,..., h,} é um conjunto linearmente independente em b,

o aj(hi) = ajj para quaisquer i,j =1,...,n,

o dimh = 2n — rank A.
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Superalgebras de Lie contragredientes

A = (ajj) matriz n x n de elementos em k

@ (h,M,MY), uma realizacio de A

o M={ai,...,an} é um conjunto linearmente independente em h* (o
dual do espaco vectorial b),

o MY ={hy,..., h,} é um conjunto linearmente independente em b,

o aj(hi) = ajj para quaisquer i,j =1,...,n,

o dimh = 2n — rank A.
TCA{1,...,n}

@ Superdlgebra de Lie local

(A, 7) =g-19D go @ g1,

o go=h g1=ker® - -Dke, g.1=kL B - ki,
o [ei, fi] = d;hi; [h,H]=0; [he]=caj(h)e; [hfi]=—ai(h)fi (%)
i,j=1,...,n hh €, goéparee,f;sioparesseesései &r.
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o Existe uma superdlgebra de Lie Z-graduada minimal g(A, 7),
superdlgebra de Lie contragrediente com matriz de Cartan A, com
parte local g(A, 7).

9(A, ) = 8(A, 7)/i(A)

o §(A,7), superdlgebra de Lie livremente gerada por fj e
{e1,...,en f1,...,fy}, munida com a Z-graduagdo induzida a partir da
graduacdo em g(A, 1)

o i(A), o ideal homogéneo maximal de §(A, 7) que intersecta b
trivialmente.

@ Seja Q o grupo abeliano livre de geradores €, ..., €,. Entdo g(A,7) é
Q-graduada fazendo dege; =¢; = —degf;, i=1,...,nedegh=0,
para qualquer h € .

spm_ (O

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 27 / 54



Teorema

Seja g uma superdigebra de Lie Z-graduada gerada por go C g5 e pelos

elementos e; € g1 e f; € g_1, i = 1,...,n pares (respectivamente,
impares) se e sé se i & T (respectivamente, | € T). Suponhamos que
existem o, ...,0, € g € hy, ..., h, € go tais que

(go,{al, cee ,an},{hl, .. .,hn})

€ uma realizacdo de A e as relacbes (%)  sdo vdlidas.
Se qualquer ideal de g homogéneo n3o nulo intersectar go ndo trivialmente,
entdo g € isomorfa a superdlgebra de Lie contragrediente g(A, ).
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tri 54’2 ~ 01 = 5]3(\/1) © 5]3(\/2) © 5]3(\/3) DV VWL Vs

9 6= (17070)' €2 = (07 1v0)7 €3 = (0707 1)

spm_ (9
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tri 54’2 ~ 01 = 5]3(\/1) © 5]3(\/2) © 5]3(\/3) DV VWL Vs

9 6= (17070)' €2 = (07 1v0)7 €3 = (0707 1)

@ {v;, w;} base simplética de Vi; hi = Vy,.wii € = Ywiwis i =~V

spm_ (9
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tri 54’2 ~ 01 = 5]3(\/1) © 5]3(\/2) © 5]3(\/3) Vi VLo WV

9 €= (1’070)' €2 = (07 1?0)7 €3 = (0,07 1)
@ {v;, w;} base simplética de Vi; hi = Vy,.wii € = Ywiwis i =~V

o [hi? ei] = 26,', [hi? fl] = 72f’ [ei7 f’] = hi

spm_ (O
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tri 54’2 ~ 01 = 5]3(\/1) © 5]3(\/2) © 5]3(\/3) Vi VLo WV

9 €= (1’070)' €2 = (07 1?0)7 €3 = (0,07 1)
@ {v;, w;} base simplética de Vi; hi = Vy,.wii € = Ywiwis i =~V
o [hi,ei] =2ej, [hi,fi]==2f, [eifi] =h

® 0 = khy @ khy & khs é uma subdlgebra de Cartan de 053

spm_ (O
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tri 54’2 ~ 01 = 5]3(\/1) D 5]3(\/2) ) 5]3(\/3) Vi VWL V3

9 6= (1’070)' €2 = (07 1?0)7 €3 = (0,07 1)

[

{vi, w;} base simplética de Vj; hi =7y, wi € = Ywwi i = Vv

[

[hi,ei]] = 2e;, [hi,fi]=—=2f;, [ei,fi]=hi

[

h = khy @ khy @ khs é uma subalgebra de Cartan de 95 ;
¢D2,1 = {izei =1, 2,3} U {iEl +e £ 63}

(]

spm_ (O
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tri 54’2 ~ 01 = 5]3(\/1) D 5]3(\/2) ) 5]3(\/3) Vi VWL V3

9 6= (1’070)' €2 = (07 1?0)7 €3 = (0,07 1)

[

{vi, w;} base simplética de Vj; hi =7y, wi € = Ywwi i = Vv

[

[hi,ei]] = 2e;, [hi,fi]=—=2f;, [ei,fi]=hi

[

h = khy @ khy @ khs é uma subalgebra de Cartan de 95 ;
¢D2,1 = {izei =1, 2,3} U {iEl +e £ 63}

naz,l = {al = 26,0 = €1 — €2 — €3,3 = 263}

(]

[

spm_ (O
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tei 54’2 = 02_‘1 = 5]3(\/1) ) 5]3(\/2) ) 5]3(\/3) ) \/1 X \/2 X V3

€1 = (1’070)' €2 = (07 1?0)7 €3 = (0,07 1)

[

{vi, w;} base simplética de Vj; hi =7y, wi € = Ywwi i = Vv

[

[

[hi,ei] = 2ei, [hi, ] = =2f;, [e;,fi]=h;
h = khy @ khy @ khs é uma subalgebra de Cartan de 95 ;
¢02,1 = {i2e,~ =1, 2,3} U {iel +e £ 63}

naz,l = {al = 26,0 = €1 — €2 — €3,3 = 263}

¢ ©

[

Ei=e, E=wi®wnQ®uvs, E3 = e,
o F=0hHh, Hh=-viowmew, FfR="f,
Hi=hy, Ho=h;y —hy— hs, Hs = hs.

spm_ (O
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[

[

¢ ©

[

(]

tei 54’2 = 02_‘1 = 5]3(\/1) ) 5]3(\/2) ) 5]3(\/3) ) \/1 X \/2 X V3

€1 = (15070)1 €2 = (07 150)7 €3 = (0507 1)

{vi, w;} base simplética de Vj; hi =7y, wi € = Ywwi i = Vv
[hi,ei] = 2e;, [hi,fi] = =2f;, [ei,fi]=h;

h = khy @ khy @ khs é uma subalgebra de Cartan de 95 ;

¢02,1 = {i2e,~ =1, 2,3} U {iel +e £ 63}

|_|32’1 = {al = 262, Qp = €1 — €2 — €3,(3 = 263}

Ei=e, EB=wi®wnQ®uvs, E; = e,

Fi=fh, FR=-vdwmews, F[R=7Ff,

Hi=hy, Ha=h1— hy— hs, Hs = h3.

(b, {R(1), R(c2), R(as)}, {H1, Hz, H3}) é uma realizacio da matriz

Ay = (1 0 1| e 021 2g(As,.{2}).

0 -1 2 spm_
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g~g(AT)/c

Teorema

Seja g uma superdigebra de Lie Q-graduada gerada pelos elementos ndo
nulos & € g, fi € g_¢;, i =1,...,n, onde &, f; sdo pares
(respectivamente, impares) se i & T (respectivamente, i € T). Suponha-se
que:
o Se i_7_, = [&, f], i=1,...,n, entdo [hi, &] = a;&;, [hi, f;] = —a;f;,
[hi, hj] =0, [&;, f;] = 6ijhi, para quaisquer i,j.
@ Qualquer ideal Q-homogéneo ndo nulo intersecta ndo trivialmente
g-1® g1, com
Om =®{fq:9=mer+ - + mpep, my + -+ m, = m}, para
qualquer m € 7.
Entao g € isomorfa a superalgebra de Lie contragrediente derivada sem
centro g'(A, ) /c.
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Superdlgebras contragredientes, Matrizes de Cartan,

Diagramas de Dynkin

As,si 5
. 2 -1 0 o o s
a(S1, 51,2) = ¢’ (As; 5, 5, {2}) /¢ -1 0 1 o e o
’ 0 —1 2
a3
2 -1 -1 /\
a(52, 51,2) ~ 9(Asy, 5 5, {3}) /¢ -1 2 -1 oL N
’ 1 1 0 g (%)
2 —1 0 0
—1 2 —2 —1 Q1 a2 a3
9(54751,2) jas Q(AS4,5172» {4}> 0 1 2 0 o o—=—"o0
0 1 0 0
a7}
2 —1 0 0 0
-1 2 -1 0 0 o
1 a2 az  az as
9(S8, 51,2) = 9(Asg.s; 5, {5}) o -2 2 -1 0 o —=—
’ 0 0 —1 2 —1
0 0 0 1 0
2 —1 0 0
1 2 1 0 aq an as ay
9(51,2, S1,2) ~ 9/(A$1’2,51’2a {4}) /¢ 0 -2 2 1 o o—=—0 E
0 0 1 0
0 1 0 0
—1 2 —1 0
9(51,2,54,2) =~ Q(A$1’2,S4’2a {1,3,4}) 0 _2 2 _2
0 0 1 o0 (9
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Superélgebras contragredientes, Matrizes de Cartan, Diagramas de Dynkin

9(S, 54.2) = As s, 5
2 -1.0 [e31 a2 a3
g (A$1,$4 2 {2, 3}) é 2 (1) oO——s——e—=——x
’ 1
2 —1 0 0 0
-1 2 -1 0 0 a1 ar az O
a(As,,s, 5, 13,5}) /¢ 0o -1 0 -1 1 ] - v
’ 0 0o -1 2 0 E\g
0 0 1 0 0 5
2 —1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 o0 o a5
0 —1 2 -1 0 0 a1 2 [e% e 73
g (AS4,5472 {4, 6}) 0 0 1 0 1 1 o o o
0 0 0 -1 2 o0 ag
0 0 0 —1 0 0
2 0 —1 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0
-1 0 2 -1 0 0 0 a1 a3 as as ag ar
g (A58,54 2 {6, 7}) 0 -1 -1 2 -1 0 0 0——0——0——0——RB——X
’ 0 0 0 -1 2 -1 0 |
0 0 0 0 1 0 —1 S
0 0 0 0 0 —1 0 o
0 1 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 o as
0o -1 2 —1 0 0 a1 o2 [e% e 7Y
9(A54,2«54,2’{1’2’4’6}> 0o 0o -1 o0 -1 -1 R S o <
0 o0 0o -1 2 0 E\Eas
0 0 0 1 0 0
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[§ Sofiane Bouarroudj, Pavel Grozman and Dimitri Leites
Cartan matrices and presentations of Cunha and Elduque
superalgebras, preprint.
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9 Caracterizacdo das superdlgebras do Superquadrado

@ Partes pares e partes impares

Isabel Cunha (UBI)

12 de Janeiro de 2008
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9(51, 54,2)

(Psy,500)5 = {261, e+ :1<i<j<3}
(Ps,,5,,)7 = {Fei, ter e £e3: 1< <3}

Mg = {01 =e€1—€2,0 =€ —€3,03 =23}

® g5 = 9(51, 542)5 € isomorfa a dlgebra de Lie contragrediente com
matriz de Cartan

2 -1 0
G=|-1 2 -2
0 -1 2

° gg~spg=n" dhonT

° g7~ V(w ) =~ ker ¢, com W médulo natural de dimensdo 6 para spg

1
Y /\ w — W
a2 Nnhzs —A{alnlz+{zn|zta +{zs|lzlzspm . Oum
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g=0(512,512)

g5 = (sp(V4) @ sp(V2) @ sb) @ (V1 @ Vo @ sy
~ s50(V,b), onde V = (Vl ® V2) o Qo

b é uma forma bilinear simétrica de indice de Witt maximal

g1 = (V1 ® V2) ® gl
=(Vie V) ®(1®j-1)
=(ieV)®i) @ (Vie Vo) ®ij-1)
o~ 2spin,

spm_ (O
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Superdlgebras de Lie no Superquadrado Magico de

Freudenthal
Si2 S
S1 psls o speo(14)

S» | (sho@pals) © ((2) @ psly)  pgls ©(20)
Ss | (sho@spg) @ ((2) ® (13))  s012 B sping,
Ss | (sbhdfs) @ ((2®(25) 7D (56)
Si2 507 B2 spinyg spg B(40)
S42 spg (40) 5013 D spingg

spm_ (O
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Superdlgebras de Lie no Superquadrado Magico de

Freudenthal
Si2 S
S1 psls o speo(14)

S» | (sho@pals) © ((2) @ psly)  pgls ©(20)
Ss | (sho@spg) @ ((2) ® (13))  s012 B sping,
Ss | (sbhdfs) @ ((2®(25) 7D (56)
Si2 507 B2 spinyg spg B(40)
S42 spg (40) 5013 D spingg

@ Apenas g(51,2, S1) ~ psl, , tem contrapartida na classificacdo de Kac, em
caracteristica 0.

spm_ (O
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Superdlgebras de Lie no Superquadrado Magico de

Freudenthal
Si2 S
S1 psls o speo(14)

S» | (sho@pals) © ((2) @ psly)  pgls ©(20)
Ss | (sho@spg) @ ((2) ® (13))  s012 B sping,
Ss | (sbhdfs) @ ((2®(25) 7D (56)
Si2 507 B2 spinyg spg B(40)
S42 spg (40) 5013 D spingg

@ Apenas g(51,2, S1) ~ psl, , tem contrapartida na classificacdo de Kac, em
caracteristica 0.

@ Todas as outras superdlgebras de Lie, com excepgio de g(S2, S1,2) e 9(S2, Sa2)
que contém um ideal simples de codimens3o 1, sdo novas superalgebras de Lie
simples especificas da caracteristica 3. spm_.

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008
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© Superquadrado e Sistema Triplos
@ g(S12,5) e Sistemas Triplos Ortogonais
@ g(S542,5) e Sistemas Triplos Simpléticos

spm_ (9
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© Superquadrado e Sistema Triplos
@ g(S12,5) e Sistemas Triplos Ortogonais
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S, dlgebra para-Hurwitz

spm_ (O
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S, dlgebra para-Hurwitz

ag ay ai
J:H3(5,>k): a» a1 a | :ag,a1,an € k, ag,a1,a2 €S
ai ap

12

Ko (02i(S))

9(51,S) ~ et J J

spm_ (O
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S, dlgebra para-Hurwitz

(67 52 al

J:H3(§,>I<): a» a1 a | :ag,a1,an € k, ag,a1,a2 €S
51 ap Qo
~ k3@ (D7_oui(S))
9(51,S) ~ et J J

Observacio
Este isomorfismo estende-se a um isomorfismo de superdlgebras de Lie, quando S é uma
superdlgebra para-Hurwitz, caso em que J é uma superdlgebra de Jordan.
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a(S12. S) = (sp(V) @ a(S1, S)) @ (v & (92 gu(V ® 5)))

tiS1o = {(d,d,d): d € 0s5p(S12)} ~ 0sp(S12) ~sp V& V

g(5172, 5) = (t‘ci(sl,z) & tti(S)) & (@?ZOL,'(SLQ ® 5))
=(spVaVati(s)) ® (@oi(l®S)) & (dei(V e 5)))

9(5172, 5)() = 5P Vo f’ci(S) D (@,2:01/(5))
~spV O oerJ

9(512,5)1 = V& (&7 u(V © S))
~ Ve (k ® (%, L(S)))
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9(51,2, S) eS.T.O

k & (@,2:01,,'(5)) ~ Jo/kl1=:]

spm_ (O
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9(51,2, S) eS.T.O

kEB( —oti(S)) ~ Jo/k1 =: J

Teorema

9(512,S)5 ~ sp(V) @ ver J
9(5172,5)1 ~VE® _7

Ent3o J é um sistema triplo ortogonal com produto triplo dado por:
[%92] = (xo (yo2) — y o (x02))"
(X = x+ k1)

Corolario (Elduque, C.)

A superalgebra de Lie g(Sl 2,S) € a superdlgebra de Lie associada ao
sistema triplo ortogonal J = Jy/k1, para J = Hz(5).
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© Superquadrado e Sistema Triplos

@ g(S542,5) e Sistemas Triplos Simpléticos

spm_ Om
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9(542,5) e S.T.S

S, dlgebra para-Hurwitz

spm_ (O
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9(542,5) e S.T.S

S, dlgebra para-Hurwitz

Vj, o médulo natural para sp(V;) anulado por sp(V}) para j # i

spm_ (O
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9(542,5)eS.T.S

S, dlgebra para-Hurwitz

Vj, o médulo natural para sp(V;) anulado por sp(V}) para j # i

9(Ss, S) =@l sp(V)) B i S
BV Va)@uw(S)e(Va®@ Vi) @u(S)e (Vi V3)® LQ(S)J

spm_ (O
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9(542,5)eS.T.S

S, dlgebra para-Hurwitz

Vj, o médulo natural para sp(V;) anulado por sp(V}) para j # i

9(Ss, S) =@l sp(V)) B i S
BV Va)@uw(S)e(Va®@ Vi) @u(S)e (Vi V3)® LQ(S)J

9(Ss, S) =@l sp(V)) @ (@7, V)) @ i S
® (Vi@ Vo) & (Va® Vi) ® 1o(S)
® ((Va® V5) & (Vi ® Vi) ® 11(S)
® (Vi Vs) @ (V2@ V4)) ® aS)

SPM_ (m

Isabel Cunha (UBI) 12 de Janeiro de 2008 44 / 54



9(542,5)eS.T.S

9( S8, S) = 5p(Va) @ 9(54, S)
OVa® (VieVa® V)
@ (V3 ®10(S5)) @ (V1 ® ta(S)) @ (Va ® 12(5)))
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9(542,5)eS.T.S

9( S8, S) = 5p(Va) @ 9(54, S)
OVa® (VieVa® V)
@ (V3 ®10(S5)) @ (V1 ® ta(S)) @ (Va ® 12(5)))

8(S42,S) = &y 5p(V)) © (&)1 V) @ tei(S)
® (Vi ® Va) & V3) ® 10(S)
@ (V2@ V3) @ Vi) ® u(S)
@ (Vi@ V3) @ V2) ® 12(S)
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9(542,5)eS.T.S

9( S8, S) = 5p(Va) @ 9(54, S)
OVa® (VieVa® V)
D (Va®w(S))d(Vi®u(S)) e (Ve L2(5)))

8(S42,S) = &y 5p(V)) © (&)1 V) @ tei(S)
® (Vi ® Vo) & V3) ® 1o(S)
@ ((Va® V3) @& Vi) ® ua(S)
D ((Vl ® V3) D V2) (%) L2(5)

9(54,2a5) 29(5475)
& (Vi Va® Vi)
D (Va®p(9)) @ (V1 ®11(S)) ® (Va2 ® 12(S))
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9(542,5)eS.T.S

Corolario (Elduque, C.)

Seja S uma dlgebra para-Hurwitz. Ent3o:

spm_ (O
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9(542,5)eS.T.S

Corolario (Elduque, C.)
Seja S uma dlgebra para-Hurwitz. Ent3o:

o T = (Vl QR Vo ® V3) D (V3 & Lo(S)) D (Vl & L1(5)) D (Vz & LQ(S)) é
um sistema triplo simplético.

spm_ Om
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9(542,5)eS.T.S

Corolario (Elduque, C.)

Seja S uma dlgebra para-Hurwitz. Ent3o:

o T = (Vl QR Vo ® V3) D (V3 ®Lo(5)) D (Vl ®L1(5)) EB(VQ ®L2(5)) é

um sistema triplo simplético.
® g(S42,S) ~inder T & T € a superdlgebra de Lie associada a este

sistema triplo.
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9(542,5)eS.T.S

Corolario (Elduque, C.)
Seja S uma dlgebra para-Hurwitz. Ent3o:
o T = (Vl ® Vo® V3) ©® (V3 ® Lo(S)) ©® (Vl ® L1(5)) ® (V2 ® L2(S)) é
um sistema triplo simplético.
® g(S42,S) ~inder T & T € a superdlgebra de Lie associada a este

sistema triplo.

Observacio
k J < 3 2
T~ . J=H3(S) = kK@ (&2 i(S)).

J k
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9(512,S), 9(S42,S) e Sistemas Triplos

S S, S4 Ss

Si2

Sa2

Superdlgebras de Lie associadas a sistemas
triplos ortogonais J = Jy/k1

Superdlgebras de Lie associadas a sistemas

triplos simpléticos ko J
p p J ok

(J é uma dlgebra de Jordan central simples de grau 3)

Isabel Cunha (UBI)
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9(512,S), 9(S42,S) e Sistemas Triplos

5 S S4 58

51,2 | Superdlgebras de Lie associadas a sistemas
triplos ortogonais J = Jy/k1

S4 | Superdlgebras de Lie associadas a sistemas

triplos simpléticos ko J
p p J ok

(J é uma dlgebra de Jordan central simples de grau 3)

@ As superdlgebras de Lie g(S512,51,2) e g(51,2, Sa2) estdo relacionadas
com certos sistemas triplos ortosimpléticos (Elduque, C.).

@ g(S1,2, S1,2) estd também relacionada com um sistema triplo
ortogonal nulo. SPm_. Om
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(%) Ultimos comentarios
@ Estruturas de composicdo, de Jordan e de Lie
@ Novas Superdlgebras de Lie em Caracteristica 3

spm_ (9
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(%) Ultimos comentarios
@ Estruturas de composicdo, de Jordan e de Lie

spm_ (9
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Linhas do Superquadrado

a(51,9) der H3(S)

9(52,5) Jo @ ver J ~ strgHs(S)

9(51,5) | (Qo®J) @ verJ ~ TKK(H5(S)) ~ conHs(S)
9(51.2,95) (s ®der H3(S)) & V@ W
9(S12,5) conH;(S) & W

S, (super)algebra de composi¢do, Hs(S) (super)algebra de Jordan, W
(super)mddulo.

spm_ (O
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Linhas do Superquadrado

9(51,5) der Hs(S)

9(52,5) Jo @ ver J ~ strgHs(S)

9(54,5) | (Qo®J) Doerd ~ TKK(Hs3(S)) =~ conHs(S)
9(512,9) (s ®der H3(S)) & V@ W
9(S12,5) conH;(S) & W

S, (super)algebra de composi¢do, Hs(S) (super)algebra de Jordan, W
(super)mddulo.

) g(5172,51,2) ~ TKK(KQ), sendo Ko = K3 ® K3 e K3 = K() @ Ki, com
K = ke, Ki = kx + ky com multiplicacdo:

ei=e ex=_x=xe, ey=cy=ye, Xy=e=-yx x“=0=y".

® g(512,51) ~ TKK(K3) ~ psly,. spm__ (XM
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© Ultimos comentirios

@ Novas Superdlgebras de Lie em Caracteristica 3

Isabel Cunha (UBI)

12 de Janeiro de 2008
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Novas Superalgebras de Lie em Caracteristica 3

@ O feito mais notdvel desta construcdo é que, com excepgio da
superalgebra psl; 5, nenhuma das superdlgebras simples que aparecem
nas dltimas colunas tem contrapartida na classificacdo de Kac em
caracteristica 0. Este trabalho mostra pois numerosos exemplos de
situacbes excepcionais em caracteristica 3:

o 9(Sr, S1.2)(r = 4,8),[9(52, S1,2), 9(52, S1.2)]
o 9(Sr, Sa2)(r=1,4,8),[9(52, 54.2), 8(S2, S4.2)]

o 9(51,2,542),8(51,2,51,2), 9(54,2, Sa.2)

spm_ (O
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Superquadrado Magico de Freudenthal em Caracteristica 3

9(5,8) | St S Ss S8 S12 Sa
S| sk pgls sps  fa pshy o spe B(14)
S, pals ®pgl;  pgls % | (pols dsk) & (psl3®(2))  pals ©(20)
Sa 5010 e7 | (spg@sh) @ ((13) ®(2))  s012 sping,
Sg s | (Fa®sh) @ ((25)®(2)) e7 @ (56)
Sip 507 B 2 sping spg B(40)
Sa 5013 sping;
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