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Formalmente,
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Caso numeravel, caso continuo



Alguns problemas classicos



1. Valores proprios da soma de matrizes hermiticas

Dados dois espectros reais a € S, quais sao 0S possiveis espectros

~v de somas A+ B, onde A e B sao matrizes hermiticas nxn com

espectros o e 3, respectivamente?
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Relacdes triviais:

N+t twm=ar+- --+apn+ 1+t bn

(porque tr(A+ B) =trA+4+trB)

71 < a1 + 51

(porque o1 = Hnr|1|a><1 x*Ax, etc.)
r|l=



Reformulacao do problema:

U,, actua sobre H, por A — UAU*. As Orbitas desta accao sao

as classes O, de matrizes hermiticas unitariamente semelhantes.
Pretendemos descrever O, + (’)ﬁ .

Oa + (’)5 é Up-invariante, e portanto
Oa + (95 = U O~ .
g

O problema € entdo: que orbitas O~ ocorrem nesta uniao?



2. Valores singulares do produto de matrizes complexas

(s6 matrizes quadradas)

Valores singulares de A = valores proprios de vV A*A (hermitica > 0)

Dados a e 8 (> 0), quais sdo 0s possiveis ‘“espectros singulares’” -~
de produtos AB, onde A e B sao matrizes complexas com espectros

singulares o e 3, respectivamente?

S(a, B)



Relacoes triviais:

(porque |det(AB)| = |det(A)|.|det(B)|)

v1 < o181

(porque ay = ||Afl, etc.)



3. Produto tensorial de representacdes irredutiveis de GL,(C)

(ou de Uyp)

Vo € Vi duas representacgdes irredutiveis de GLp(C), 0< o, € Z"
Va® Vg = P cgﬁw
Y

Quando € que Vy ocorre em Vo, ® Vg 7

Por outras palavras, quando é que czéﬁ #~=07

P(a, )



4. Produto de polinobmios de Schur

det [
sa(x1,...,2n) = ——=, 0<aeZ"
det [:13;7’ ‘7}
No anel dos polinédmios simétricos em xq,...,Tn,

Sat S = Z dzéﬁsfy
gl
Quando € que sy Ocorre em sq - sg ¢

5 8
Por outras palavras, quando é que daﬂ =07



5. Factores invariantes do produto

R um dominio de ideais principais. SO matrizes quadradas.

_ dn—41(4)

Factores invariantes de A:
dn—k(A)

Dados apn|...|la1, bn|...|b1, quais sao os possiveis factores invari-
antes cp|...|c; de produtos AB, onde A e B sao matrizes sobre R
(s.p.g. nao-singulares) com factores invariantes a,|...|a1 € byl ... |b1,

respectivamente?

Relacdes triviais:

anbnlcn , Cl...cn:aloooanbl...bn



6. Extensoes de modulos

R de novo um dominio de ideais principais

Dados cp|...|c1, bn|...|b1 € anl|...|a1, Qquando € que estas sao as
sequéncias de factores invariantes de R-modulos de torsao finita-

mente gerados C, BCC e A~(C/B?

O—-—B—-C—-A—0



Todos estes problemas estao resolvidos...



e sao ‘0 mesmo”



. Valores proprios da soma de matrizes hermiticas

. Valores singulares do produto de matrizes complexas

. Produto tensorial de representacdes irredutiveis de GL,(C)

. Produto de polindmios de Schur

. Factores invariantes do produto

. Extensdes de modulos



Relacao entre os problemas 1 e 2

S.p.g. o,8>0

5(0475) — eE(Iog a,log 3)

(a relacdo que se obteria se effefl = HTK)

A. Klyachko - 2000 (nao trivial)



Relacao entre os problemas 3 e 4

S € O caracter de V,

Sa -+ S € O caracter de Vo ® Vﬁ

O caracter de @ € >

af — “afb

. trivial



Relacao entre os problemas 5 e 6

Modulos «—— Matrizes

R. Thompson - anos 80 (ndo muito dificil)



Solucao do problema 3 (e 4):

P(a,8) = LR(«,p)

(classico)



A regra de Littlewood-Richardson

B=(7,41)

a=(6,4,2)
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LR(a,B)

No exemplo,

LR(a7/8) — {(107 1074)7(1171073)7(97976)7(107975)7(117974)7
(12,9,3),(9,8,7),(10,8,6),(11,8,5),
(12,8,4),(13,8,3),(10,7,7),(11,7,6),

(12,7,5),(13,7,4),(12,6,6),(13,6,5)}



Reformulacao do problema dos factores invariantes do produto

O problema ¢ localizavel: para cada primo fixo p € R, podemos
restringir-nos a matrizes sobre o dominio local Rp, i.e. trabalhar

apenas com poténcias de p.

a; — p% , by — pPi, c;— pY

1> >an, B1>->Pn, 1> > (inteiros > 0)

I(a, B)



Solucao do problema 5 (e 6):

I(a, B) = LR(a, )

T. Klein - 1968 (nao trivial)



. Valores proprios da soma de matrizes hermiticas

. Valores singulares do produto de matrizes complexas

. Produto tensorial de representacdes irredutiveis de GL,(C)

. Produto de polindmios de Schur

. Factores invariantes do produto (versao local)

. Extensdes de modulos (versao local)



Relacao entre os problemas 1 e 3

1. Valores proprios da soma de matrizes hermiticas

3. Produto tensorial de representacdes irredutiveis de GL,(C)



Exemplo: a=(6,4,2),3=(7,4,1)

E(a,8) = {(71,72,73) 171 > 72 > 73,
Y1 + 72 + 73 = 24,

v1 < 13,79 < 10,73 < 7,

v1+ 72 < 21,71 +7v3 < 18,70 +v3 < 15}
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LR(e, 3) = {(10,10,4),(11,10,3),(9,9,6),(10,9,5),(11,9,4),
(12,9,3),(9,8,7),(10,8,6),(11,8,5),
(12,8,4),(13,8,3),(10,7,7),(11,7,6),

(12,7,5),(13,7,4),(12,6,6),(13,6,5) }
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O< a,BezZ™

E(a,B) NZ" = LR(«, )



Demonstracao?



E(a,)NZ" 2 LR(c,p)

A.P.Santana, J.Q., E.M.S3 - 1999

~ € E(a,3) <— dny Nv € LR(Na, N3)

A.Klyachko - 1998



iy Ny € LR(Na,N3) = ~ € LR(«,p3)

A.Knutson, T.Tao - 1999

(nao trivial!)



A equivaléncia

~v € E(a,B) <= 3xy Nv € LR(Na, NB)

também se deduz de um resultado de F. Kirwan (<1994) sobre

quocientes geométricos e quocientes simplécticos (Knutson - 2000)



Descricao de E(a,8) (e de LR(a,3)) por desigualdades

Para I = (i1,...,ir) com 1 <11 < --- < ipr <n definamos

AI) = (Gip—7, ... in—2,i1 —1)

(Y =T a4+ I3,

v € Ela,B) < { Ty < X aj + X35 sempre que

MK) € E[A(I),A(J)], 1 <r<n

(K4KT; conjectura A.Horn, 1962; descricao recursiva; nao triviall)



Solucoes completas para n=1,2, 3

n—=1
v1 = a1+ B
n=2
v1 < a1+ 61
vo < a1 + B2
Yo < a4+ 61

Y1+ Y2 = a1 +ap+ B1 + B2



n=3

71 < a1 + B1

Y2 < a1+ B2

73 < a1+ 03

Y2 < az+ [

73 < az + 6o

73 < a3z + fB1

Y1+ 712 <oa1+ax+B1+ 6
Y1+v3<a1+ax+ 51+ 063
Y2+ v3 < a1 +ax+ B2+ B3
Y1 +13< a1 t+az+ P61+ 6
v2 +v3 < a1 +az+ B1+ 83
Y2+ 13 < ax+az+ B1+ 62
Y1+ +rv3=a1taxtaz+ 61+ 062+ 563



A parte a igualdade do traco,

para n = 2, 3 desigualdades

para n = 3, 12 desigualdades
para n =4, 41 desigualdades
para n =5, 142 desigualdades

para n = 6, 522 desigualdades



As desigualdades ‘“essenciais’:

Belkale - 2000, Knutson, Tao, Woodward - 2001

(relacao com multiplicidades de Littlewood-Richardson)

Para n < 5 nao ha desigualdades a mais.



A igualdade

E(a, ) NZ" = LR(a, B)

sugere uma correspondéncia profunda entre orbitas O,

e representacoes irredutiveis V)

F. Kirwan



O programa de Kirillov para grupos de Lie:

Representacdes irredutiveis

Orbitas (co)adjuntas



devendo ter-se:

Restricao de representacdoes irredutiveis de G a um subgrupo K

Projeccao de orbitas em g nas correspondentes em ¢

(“functorialidade” do método das orbitas)

A .Kirillov, Bulletin AMS - 1999



Aplicacao ao caso de Uy,
1y Mmedida de probabilidade na orbita O,, S e€itHn, U = ed

Formula de Kirillov:

1
sx(U) = o) MX—|—5(S)

onde § = (n—1,n—2,...,1,0), V designa a transformada de Fourier
inversa e j(S) € uma certa funcdo # 0 satisfazendo ;" = us

Correspondéncia entre representacoes irredutiveis V) e orbitas O,



As medidas py formam um hipergrupo para a convolucao.

Supp(py * pw) = supp(uy) + supp(uw) = Oy + Ou

_ Y — VY
Sa S5 = ) CapSy > Moyshgs = I ; “ap Hy+0
Y

S Pats *HEHS = HS* Y CogHyts
Y

A.Dooley, J.Repka, N.Wildberger, 1993



Dara uma outra demonstracao de FE(a,B)NZ" = LR(«, 3)7

(ou pelo menos de Q)

vy€ E(a+94,8+6) <= Oy ocorre em Oyys+ OB

<= Oy ocorre em supp(o4s * 1g45)

<~ O, ocorre em supp (Z co s (/,L(; « “v+5>)
Y



